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Поєднання різних моделей аналізу часових рядів у межах однієї дає змогу працювати з моделями невисоких порядків, що суттєво розширює сферу практичного застосування їх. Окрім того, з’являється можливість розробляти модель за допомогою однакових статистичних характеристик — автокореляційних і часткових автокореляційних функцій, розробляти спільний алгоритм для обчислення параметрів моделі, однаковим чином будувати прогноз на підставі побудованої моделі тощо.

Загальна лінійна модель стаціонарного ряду. Будь-які різно​види ARIMA-моделей є окремим випадком загальної лінійної моделі часового ряду, яка є базовою для теоретичних досліджень стаціонарних процесів. В основі її визначення лежить поняття «білого шуму». 

Будемо вважати, що середнє значення стаціонарного ряду 
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 якщо це не так, то потрібно перейти до 
[image: image2.wmf]m

-

t

y

. Тоді загальна лінійна модель це стаціонарний процес у вигляді лінійної комбінації білого шуму з різними ваговими коефіцієнтами: 
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(2.1.1)
де 
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 — білий шум із обмеженими математичним сподіванням та дисперсією. 
Вираз (2.1.1) ще називають розкладенням Вольда або лінійним фільтром (див. 1.2.13).

Із визначення стаціонарності процесу (2.1.1) виходить, що його дисперсія — скінченне число, яке дорівнює


[image: image5.wmf]å

¥

=

e

y

s

=

0

2

2

)

(

j

j

t

y

D

,
(2.1.2)
і ряд 
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 має межу. Оскільки підсумовуються випадкові величини, використовують навіть сильніше припущення: для ряду 
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 має виконуватися умова збіжності за ймовірністю, тобто 
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, тим більший вплив випадкового збурення в момент 
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Автоковаріація стаціонарного процесу 
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 також має скінченне значення, яке дорівнює:
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Із моделі (2.1.1) випливають і такі властивості:
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Найважливішою є перша властивість, яка означає, що рівні часового ряду не корелюють із майбутніми збуреннями 
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Для вивчення властивостей часових рядів зручно використовувати оператор зсуву 
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 (лаговий оператор). Дія оператора зсуву дає значення часового ряду в попередні моменти часу. Наприклад 
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 разів дає значення часового ряду в момент часу на 
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 періодів раніше: 
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. Іноді зручно використовувати нульову ступінь оператора зсуву: 
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, яка виконує роль нульового оператора.

Якщо ввести оператор зсуву 
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 у рівняння (2.1.1), матимемо інший вигляд його запису: 
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де 
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 лінійний оператор або операторний поліном. Коефіцієнт біля 
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 завжди дорівнює 1.

У теорії загальної лінійної моделі важливим є знаходження оберненого значення для виразу операторного полінома 
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Зазначимо, що для двох операторних поліномів 
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 можливе виконання арифметичних операцій додавання, віднімання та множення на число. Результат послідовного впливу на 
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, а потім на отриманий результат — ще й оператора 
[image: image34.wmf])

(

L

j

, призводить до того самого результату, що й застосування до процесу 
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Для операторного багаточлена 
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, що діє на процес 
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, визначають обернений оператор так, щоб їхній добуток дорівнював одиничному оператору (на кшталт добутку прямої та оберненої матриць, який дорівнює одиничній матриці). Якщо 
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. Наприклад для поліному першого порядку його добуток на обернений оператор дає одиничний оператор. Зазначимо, що 
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, якщо необмежений ряд у дужках існує, має сенс. Отже, оберненою величиною для найпростішого лагового полінома першого порядку 
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, якщо права частина має сенс. Для обмеженої суми замість необме-
женого ряду маємо: 
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Дія цього оператора на випадковий процес дає: 
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Для загальної лінійної моделі (2.1.5) може бути знайдена обер​нена модель. Існування оберненого оператора до операторного полінома 
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де замість 
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 допускається підставлення комплексних чисел. 

Обернений оператор до операторного полінома 
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Прямий та обернений оператори задовольняють умову:
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Рівняння (2.1.8) визначає коефіцієнти 
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. Щоб побачити це, розпишемо його за допомогою оператора зсуву: 
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Оскільки 
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Для 
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тобто значення збурення 
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звідки випливає, що для загальної лінійної моделі, яка може бути перетворена на обернену, поточне значення процесу є лінійною комбінацією всіх його минулих значень плюс випадкове збурення 
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Підсумовуючи огляд загальної лінійної моделі, зазначимо, що лінійний процес (2.1.1) є стаціонарним, якщо ряд 
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2.2. Процеси ковзної середньої 
(МА(q)-процеси)

Стохастичний процес називають процесом ковзної середньої порядку 
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де випадкова величина 
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Процес (2.2.1) — стаціонарний, оскільки є окремим випадком загальної лінійної моделі, а саме, 
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Для використання умови обернення лінійного оператора знайде-
мо корені іншого характеристичного рівняння, а саме: 
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Якщо виразити 
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Умову обернення для MA(
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Розглянемо сформульовані вище твердження детальніше.

Автоковаріація та дисперсія MA(
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) процесу відповідно дорівнюють:
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Нагадаємо, що завдяки парності функції 
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Автокореляційна функція (АКФ) процесу має вигляд
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Автокореляційну функцію використовують для визначення порядку (кількості лагових змінних) MA(
[image: image182.wmf]q

)-процесу, оскільки коефіцієнти автокореляції порядку, більшого за 
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, дорівнюють нулю.

Практичного застосування набули переважно процеси ковзної середньої першого 
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Приклад 2.2.1.

Модель ковзної середньої першого порядку, або MA(1):
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Межі для можливого значення 
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Щоб величина
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Дисперсія 
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Автоковаріація першого порядку дорівнює:
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Автоковаріація другого порядку дорівнює:
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оскільки містить тільки добутки 
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АКФ дорівнює
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звідки 
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 можна обчислити шляхом розв’язку квадратного рівняння
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Оскільки із двох значень 
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, що задовольняють рівнянню (2.2.11), одне завжди більше за одиницю (за теоремою Вієтта добуток коренів дорівнює одиниці), то умові обернення завжди задовольняє лише один корінь. 

Іншою характеристикою часового ряду є часткова автокореляційна функція (ЧАКФ). Сутність коефіцієнтів часткової автокореляції (КЧА) доцільно пояснити на прикладі регресії 
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де перша цифра індексу за 
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 відображає лаг змінної, а друга цифра позначає максимальний порядок регресії (разі у цьому 2). Тут коефіцієнт за 
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Очевидно, що у (2.2.13) 
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Якщо 
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Для моделі MA(1) КЧА першого та другого порядків можна знайти з коефіцієнтів автокореляції: 
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Так само можна знайти КЧА вищих порядків. У результаті маємо, що для MA(1) процесу АКФ порядків вище першого дорівнюють нулю, тоді як ЧАКФ складніша і спадає приблизно як геометрична прогресія. Якщо 
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Приклад 2.2.2.

Модель ковзної середньої другого порядку або MA(2) має вигляд: 
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Подібно до попереднього для автоковаріацій маємо
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Автокореляції дорівнюють:
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ЧАК знаходять підставленням коефіцієнтів автокореляції у такі рівняння:
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Отже, MA(2) процес характеризується нульовими значеннями АКФ порядку більшого ніж два, і досить складною ЧАКФ, яка має спадну тенденцію. (
2.3. Авторегресійні процеси 
(AR (p)-процеси)
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де випадкова складова 
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де 
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і взявши математичне сподівання, одержимо рекурентне співвідношення для автоковаріацій (нагадаємо, що 
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Поділивши всі складові (2.3.3) на 
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а дисперсія процесу має вигляд:
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Зазначимо, що рівняння для 
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 або в матричній формі 
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де R — невироджена автокореляційна матриця часового ряду
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Отриману систему рівнянь називають системою Юла-Вокера. З неї визначають параметри 
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-моделі:
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Практичного використання набули AR-процеси першого та другого порядків. Розглянемо приклади цього. 

Приклад 2.3.1.

Модель авторегресії першого порядку AR(1) описує марківський процес: 
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Тепер 
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Отже, будь-який AR(1)-процес можна записати як функцію від ко-
ефіцієнта 
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[image: image336.wmf]j
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 також буде постійно зростати, і дуже впливовими на процес будуть значення похибок, які відбулися багато періодів назад. Таке припущення не відповідає дійсності. Процес за умови 
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 є нестабільним і нестаціонарним;

2) 
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. Таке припущення відповідає нестаціонарним процесам із сезонними коливаннями;

3) 
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. Це припущення є реалістичним, оскільки найбільша вага під час визначення значень часового ряду надається його останнім елементам. Тому AR(1)-процес далі аналізується саме в такому припущенні.

Якщо число підстановок j прямує до нескінченності, то величина 
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 прямуватиме до 0. Тоді 
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. Узявши математичне сподівання: 
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, бачимо, що AR(1)-процес можна виразити через нескінченний 
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Розглянемо числові характеристики процесу. Середнє значення дорівнює 
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і є обмеженим, якщо 
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Тому дисперсія 
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 дорівнює
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і розв’язавши її відносно 
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Щоб дисперсія була додатною, необхідне виконання умови 
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Автоковаріація першого порядку дорівнює:
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Автоковаріація другого порядку дорівнює:
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та в загальному випадку
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Автокореляції знаходять безпосередньо із автоковаріацій, вони дорівнюють
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Оскільки 
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, автокореляції є геометрично спадними для AR(1)-моделі. 
Часткові автокореляції (ЧАК) дорівнюють:
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Отже, AR(1)-процес характеризується геометрично спадною АКФ та ЧАКФ, яка для порядків вище першого дорівнює нулю. (
Приклад 2.3.2.

Модель авторегресії другого порядку AR(2), яку називають процесом Юла, задається рівнянням 
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Знайдемо середнє та дисперсію AR(2)-процесу 
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Автокореляції процесу дорівнюють
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Часткові автокореляції (ЧАК) дорівнюють:
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Отже, для AR(2)-процесу ЧАКФ дорівнює нулю для порядку більше двох і характеризується спадною АКФ. (
У загальному випадку для 
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-процесів (2.3.1) можна показати, що АКФ геометрично спадає після 
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, та ЧАКФ дорівнюють нулю після 
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. Це дає змогу ідентифікувати можливу AR-модель за наявності інформації про вибіркову АКФ та ЧАКФ для множини спостережень змінної. 

Авторегресійні моделі є дуже корисними для опису багатьох часових рядів, що трапляються у практичній діяльності. Уперше вони були побудовані для випадкових систем, які мають інерцію та перебувають під впливом сил, що повертають систему до стану рівноваги. Так, моделі другого порядку (
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) доволі точно описують поведінку приблизно циклічної природи, наприклад маятник. Область застосування AR-моделей не обмежується лише стаціонарними процесами. Користуючись різницевими перетвореннями, можна звести процес, що має тенденцію, до стаціонарного. Окрім того, можна виключити тренд, одержаний за методом найменших квадратів або будь-яким іншим методом.

2.4. Змішані ARМA- та ARIMA-процеси

З метою кращого пристосування моделі до ряду спостережень інколи доцільно об’єднати в одній моделі і авто​регресію, і ковзну середню. При цьому модель має бути якомога економнішою, тобто давати найкращу апроксимацію за допомогою невеликої кількості параметрів. Для досягнення цієї мети застосовують змішані моделі авторегресії — ковзної середньої або ARMA(p, q)-моделі:
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(2.4.1)

або, використовуючи поліноми від оператора зсуву, (2.4.1) можна записати як:
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Властивості ARMA-моделі є сумішшю властивостей AR та MA моделей. Стаціонарність ARMA (p, q)-процесу визначається лише його AR-частиною. Тому умови такі самі, як і для AR-процесу. Процес ARMA стаціонарний, якщо всі корені характеристичного рівняння AR-частини (полінома 
[image: image384.wmf])
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) за модулем не перевищують одиницю. Так само умова обернення ARMA-процесу цілком визначається умовою обернення MA-частини. Якщо MA-частина має обернену, то й для всього ARMA-процесу можна знайти обернене зображення. При цьому якщо процес ARMA стаціонарний, він, за теоремою Вольда, обов’язково має MA 
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-зображення нескінченного порядку. Отже, ARMA(p, q) може бути зручним зображенням стаціонарного процесу і, якщо можна звести процес до ARMA, то він визначається усього p + q параметрами.

Очевидно, що математичне сподівання стаціонарного ARMA(p, q)-процесу дорівнює нулю. Зазначимо, що введенням в модель (2.4.1) вільного члена 
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 можна врахувати ненульове, але стале, математичне сподівання. Тоді математичне сподівання процесу дорівнюватиме 
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Приклад 2.4.1.

Розглянемо властивості 
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або в операторному запису: 
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Умова стаціонарності має вигляд 
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Для обчислення дисперсії процесу зручно використати 
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 зображення, яке відповідає розкладенню Вольда:
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Для обчислення першої автокореляції помножимо 
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Якщо помножити 
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 і взяти математичне сподівання, отримаємо: 
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. Такі самі співвідношення виконувалися і для «чистої» моделі AR-(1) і називалися рівняннями Юла-Вокера для автокореляційної функції. Отже, починаючи із другої, автокореляції ARMA (1,1)-моделі поводяться так само, щой авто​кореляції AR (1), але перші автокореляції цих процесів відрізняються.
Часткові автокореляції (ЧАК) дорівнюють:
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та є в цілому спадними. 

Результати прикладу 2.4.1 поширюються також на ARMA (p, q)-модель, звичайно, за умови стаціонарності процесу. Перші p значень автокореляційної функції визначаються через коефіцієнти AR та MA-частин, а потім значення автокореляційної функції виражаються у вигляді суми складових, що спадають за експонентою.

Для процесу ARMA (p, q), застосовуючи той самий метод знаходження добутку усіх членів (2.4.1) на 
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 і переходу до математичних сподівань, отримуємо різницеве рівняння виду:
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де 
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 автоковаріація та автокореляція задовольняють таким самим співвідношенням, як і в моделі 
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Це означає, що для процесу ARMA(p, q) існує 
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Розв’язуючи це рівняння разом із 
[image: image441.wmf]p

 рівняннями (2.4.3) для 
[image: image442.wmf]p

k

...,

,

1

=

, можна отримати 
[image: image443.wmf]p

g

g

g

...,

,

,

1

0

.

Царина застосування розглянутих вище параметричних лінійних моделей не обмежується лише стаціонарними процесами. Нагадаємо, що умова стаціонарності моделі (2.4.2) означає, що корені полінома 
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Якщо взяти другу послідовну різницю, то одержимо стаціонар​ний процес: 
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Наведені приклади показують, що є нестаціонарні ряди, які після взяття послідовних різниць зводяться до стаціонарних, а саме до виду ARMA. Моделі таких рядів отримали назву процеси авторегресії й інтегрованої ковзної середньої (ARMA). 

Розглянемо модель
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де, на відміну від (2.4.2), 
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де 
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Тут d-ту різницю ряду 
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Вона задовольняє рівняння
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тобто вже є стаціонарним оберненим процесом 
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який називають оператором підсумку (
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де під d-кратною ітерацією оператора S розуміють ряд 
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Отже, 
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