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2. Прогнозування часових рядів із використанням ARIMA - моделей 

2.1. Основні поняття про лінійні параметричні моделі часових рядів і властивості їхньої загальної моделі 

Стаціонарні часові ряди можна представити широким класом лінійних параметричних моделей, грунтованих на припущеннях стосовно того, що процес залишається в рівновазі щодо постійного середнього рівня. Найпоширенішими є моделі  авторегресії (
[image: image1.wmf]AR

),  ковзної середньої (
[image: image2.wmf]MA

)  та  змішані (
[image: image3.wmf]ARMA

). Царина застосування цих моделей не обмежується стаціонарними процесами. Так, ряди зі специфічною однорідною нестаціонарністю можна звести до стаціонарних і описувати модифікованою формою моделі 
[image: image4.wmf]ARMA

, відомої як модель Бокса-Дженкінса.

Лінійні параметричні моделі дістали загальну назву авторегресійні інтегровані  моделі  ковзної середньої (ARIMA). Вони грунтуються на припущенні ліній​ності процесу породження даних і описують стаціонарний процес, який має три ознаки: p – порядок авторегресії, d – необхідний порядок інтегрування, тобто кількість разів взяття різниць для зведення початкового часового ряду до стаціонарного, q – порядок ковзної середньої в моделі.
Поєднання різних моделей аналізу часових рядів у межах однієї дає змогу працювати з моделями невисоких порядків, що суттєво розширює сферу практичного застосування їх. Окрім того, з’являється можливість розробляти модель за допомогою однакових статистичних характеристик – автокореляційних і часткових автокореляційних функцій, розробляти спільний алгоритм для обчислення параметрів моделі, однаковим чином будувати прогноз на підставі побудованої моделі тощо. 

Загальна лінійна модель стаціонарного ряду. Будь-які різновиди 
[image: image5.wmf]ARIMA

-моделей є окремим випадком загальної лінійної моделі часового ряду, яка є базовою для теоретичних досліджень стаціонарних процесів. В основі її визначення лежить поняття “білого шуму”. 

Будемо вважати, що середнє значення стаціонарного ряду 
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= 0, якщо це не так, то потрібно перейти до 
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загальна лінійна модель це стаціонарний процес у вигляді лінійної комбінації білого шуму з різними ваговими коефіцієнтами: 
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   (2.1.1)
де 
[image: image10.wmf]t

e

 − білий шум із обмеженими математичним сподіванням та дисперсією. 
Вираз (2.1.1) ще називають розкладенням Вольда або лінійним фільтром (див. 1.2.13).

Із визначення стаціонарності процесу (2.1.1) виходить, що його дисперсія − скінченне число, яке дорівнює
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і ряд 
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 має межу. Оскільки підсумовуються випадкові величини, використовують навіть сильніше припущення: для ряду 
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 має виконуватися умова збіжності за імовірністю, тобто 
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, і передбачається, що 
[image: image15.wmf]0

y

=1. Чим більший ваговий коефіцієнт 
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, тим більший вплив випадкового збурення в момент 
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Автоковаріація стаціонарного процесу 
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 також має скінченне значення, яке дорівнює:
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Із моделі (2.1.1) випливають і такі властивості:
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Найважливішою є перша властивість, яка означає, що рівні часового ряду не корелюють із майбутніми збуреннями 
[image: image24.wmf]e

.

Для вивчення властивостей часових рядів зручно використовувати  оператор зсуву 
[image: image25.wmf]L

 (лаговий оператор). Дія оператора зсуву дає значення часового ряду у попередні моменти часу. Наприклад 
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. Послідовне застосування оператора зсуву 
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 разів дає значення часового ряду в момент часу на 
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 періодів раніше: 
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. Іноді зручно використовувати нульову ступінь оператора зсуву: 
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, яка виконує роль нульового оператора.

Якщо ввести оператор зсуву 
[image: image31.wmf]L

 у рівняння (2.1.1) матимемо інший вигляд його запису: 
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де 
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 лінійний оператор або операторний поліном. Коефіцієнт біля 
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 завжди дорівнює 1.

У теорії загальної лінійної моделі важливим є знаходження оберненого значення для виразу операторного полінома 
[image: image35.wmf])
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Зазначимо, що для двох операторних поліномів 
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 можливе виконання арифметичних операцій додавання, віднімання і множення на число. Результат послідовного впливу на 
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 оператора 
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, а потім на одержаний результат – ще й оператора 
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, призводить до того самого результату, що й застосування до процесу 
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Для операторного багаточлена 
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, що діє на процес 
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, визначають обернений оператор так, щоб їхній добуток дорівнював одиничному оператору (на кшталт добутку прямої та оберненої матриць, який дорівнює одиничній матриці). Якщо 
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 оберненого оператора дає 
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. Наприклад для поліному першого порядку його добуток на обернений оператор дає одиничний оператор. Зазначимо, що 
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, якщо необмежений ряд в дужках існує, має сенс. Отже оберненою величиною для найпростішого лагового полінома першого порядку 
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, якщо права частина має сенс. Для обмеженої суми замість необмеженого ряду маємо: 
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. Дія цього оператора на випадковий процес дає: 
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). Отже умова існування оберненого оператора для полінома першого порядку виглядає, як 
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Для загальної лінійної моделі (2.1.5) може бути знайдена обернена модель. Існування оберненого оператора до операторного полінома 
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де замість 
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 допускається підставлення комплексних чисел. 

Обернений оператор до операторного полінома 
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Прямий та обернений оператори задовольняють умові:
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Рівняння (2.1.8) визначає коефіцієнти 
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. Щоб побачити це, розпишемо його за допомогою оператора зсуву: 
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Оскільки  
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Для 
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тобто значення збурення 
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звідки випливає, що для загальної лінійної моделі, яка може бути перетворена на обернену, поточне значення процесу є лінійною комбінацією всіх його минулих значень плюс випадкове збурення 
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 − як її випадкову похибку. Зокрема, знайдена з (2.1.11) оцінка рівня ряду 
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Підсумовуючи огляд загальної лінійної моделі,  зазначимо, що лінійний процес (2.1.1) є стаціонарним, якщо ряд 
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 сходиться за умови  
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, та може бути оберненим, якщо у цій самій області сходиться ряд 
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. Модель визначається нескінченною кількістю параметрів 
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, тому на практиці використовуються різноманітні окремі випадки цієї моделі із обмеженою кількістю параметрів (
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-моделі), які розглянуті нижче.    
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