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2.2. Процеси ковзної середньої (
[image: image1.wmf]MA

-процеси) 
Стохастичний процес називають процесом  ковзної середньої порядку 
[image: image2.wmf]q

, якщо до загальної моделі (2.1.1) входять лише 
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 складових. Позначимо коефіцієнти обмеженого ряду MA(
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) літерою b, тоді модель ковзної середньої порядку 
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 має вигляд:
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де випадкова величина 
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 − білий шум, 
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 − лінійний оператор, та (
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 треба  оцінити на підставі вибіркових спостережень.
Процес (2.2.1) − стаціонарний, оскільки є окремим випадком загальної лінійної моделі, а саме, 
[image: image13.wmf]j

y

 включно до j=
[image: image14.wmf]q

 дорівнюють 
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 дорівнюють нулю. Назва “ковзна середня” пояснюється тим, що поточне значення випадкового процесу визначається зваженим середнім 
[image: image17.wmf]q

 попередніх значень білого шуму. 

Операторний багаточлен 
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 можна розкласти на множники, використовуючи корені рівняння 
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. За основною теоремою алгебри будь-який поліном ступеня 
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 із дійсними коефіцієнтами має 
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 комплексних коренів, серед яких можуть траплятися однакові за величиною. Отже, лінійний оператор 
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 – корені рівняння 
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-процес, відповідно, має вигляд:
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Для використання умови оберненості лінійного оператора, знайдемо корені іншого характеристичного рівняння, а саме: 
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. Такий запис характеристичного рівняння збігається із прийнятим в теорії різницевих лінійних рівнянь зі сталими коефіцієнтами. Відмінність полягає у тому, що зазвичай різницеві рівняння містять поточний й наступні члени послідовності, а у часових рядах використовують поточний і попередні члени. Тому є два способи запису  характеристичного рівняння. Перший, 
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 – відповідає  часовим рядам. Корені цих рівнянь пов’язані між собою співвідношенням 
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, і навпаки. Використовуючи результат теореми Вієтта: добуток коренів характеристичного рівняння дорівнює 
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Якщо виразити 
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 через 
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, не зважаючи на те, що 
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 – це оператор, одержимо 
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. І, якщо усі корені характеристичного рівняння дійсні і відмінні за величиною, операторний дріб, знаменник якого розкладений на добуток одночленів першого ступеня стосовно 
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, можна записати у вигляді суми простих дробів виду: 
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. Таке розкладення застосовується під час інтегрування дробів і відоме з курсу математичного аналізу. Кожна складова має вираз формули нескінченно згасаючої геометричної прогресії. У цьому випадку 
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 відіграє роль першого члена цієї прогресії, а замість множника нескінченно згасаючої геометричної прогресії знаходиться 
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, то перший простий дріб можна розкласти в суму нескінченно згасаючої геометричної прогресії або у необмежений степеневий ряд 
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. Якщо така умова виконується для кожного кореня, то 
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 дорівнює сумі 
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 таких необмежених розкладень. Після приведення подібних членів можна одержати нескінченний багаточлен з певними коефіцієнтами. Перетворений процес ковзної середньої має вигляд: 
[image: image47.wmf]t

t

k

y

L

a

L

a

L

a

a

k

e

=

+

+

+

+

+

...)

...

(

2

2

1

0

, де коефіцієнти 
[image: image48.wmf]j

a

 знаходять через характеристичні корені 
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. Якщо всі умови виконуються, то 
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 можна виразити через поточне й минулі значення 
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. Зроблені перетворення мають сенс лише тоді, коли кожний дріб виду 
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 можна тлумачити як суму нескінченно згасаючої геометричної прогресії, тобто всі корені за модулем не перевищують одиниці:  
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Якщо виразити 
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 через всі його минулі значення та 
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) записаний так, що поточне значення 
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 виражається через поточне значення 
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 минулих значень 
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  з’являється нескінченний ряд минулих значень 
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Умову оберненості для MA(
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) процесів можна виразити через корені характеристичного рівняння 
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 перебувають у межах  кола одиничного радіусу. Тут і далі буде використовуватися саме ця умова оберненості MA(
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)-процесів. 

Альтернативним є твердження, що корені 
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 мають перебувати поза колом одиничного радіусу. Отже, поліном 
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 також є характеристичним для процесу ковзної середньої порядку 
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. Корені характеристичних рівнянь, заданих різним способом, пов’язані між собою співвідношенням 
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За умови оберненості кожен скінченний MA(
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)-процес може бути представлений у вигляді нескінченного авторегресійного процесу:


[image: image75.wmf]t

t

t

t

y

a

y

a

y

e

+

+

+

=

-

-

...

2

2

1

1

.                                                                            (2.2.2)   

Розглянемо сформульовані вище твердження детальніше.

Автоковаріація та дисперсія MA(
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) процесу відповідно дорівнюють:
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Нагадаємо, що завдяки парності функції 
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 досить її визначити для 
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Автокореляційна функція (АКФ) процесу має вигляд
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Автокореляційну функцію використовують для визначення порядку (кількості лагових змінних) MA(
[image: image85.wmf]q

)-процесу, оскільки коефіцієнти автокореляції порядку, більшого за  
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, дорівнюють нулю.

Практичного застосування набули переважно процеси ковзної середньої першого (
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) порядків. Розглянемо приклади.

Приклад 2.2.1. Модель ковзної середньої першого порядку, або MA(1):
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Межі для можливого значення 
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 можна визначити, якщо записати (2.2.5) у вигляді 
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 у вигляді авторегресійного зображення нескінченного порядку AR(∞). Якщо 
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Дисперсія 
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Автоковаріація першого порядку дорівнює:
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Автоковаріація другого порядку дорівнює:
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оскільки містить тільки добутки 
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звідки 
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 можна обчислити шляхом розв’язку квадратного рівняння
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Оскільки із двох значень 
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, що задовольняють рівнянню (2.2.11), одне завжди більше за одиницю (за теоремою Вієта добуток коренів дорівнює одиниці), то умові оберненості завжди задовольняє лише один корінь. 

Іншою характеристикою часового ряду є часткова автокореляційна функція (ЧАКФ). Сутність коефіцієнтів часткової автокореляції (КЧА) доцільно пояснити на прикладі регресії 
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де перша цифра індексу за 
[image: image116.wmf]f

 відображає лаг змінної, а друга цифра позначає максимальний порядок регресії (2 у цьому разі). Тут коефіцієнт за 
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 є КЧА другого порядку, оскільки він відображає частковий, або додатковий ефект від додавання 
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, визначається зі співвідношення
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Очевидно, що у (2.2.13) 
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Якщо 
[image: image126.wmf]t
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 є білим шумом, то всі коефіцієнти у (2.2.14) дорівнюватимуть нулю, даючи нульові значення всіх КЧА. 

Для моделі  MA(1) КЧА першого та другого порядків можна знайти з коефіцієнтів автокореляції: 
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Так само можна знайти КЧА вищих порядків. У результаті маємо, що для MA(1) процесу АКФ порядків вище першого дорівнюють нулю, тоді як ЧАКФ складніша і спадає приблизно як геометрична прогресія. Якщо 
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, то часткова автокореляційна функція коливається зі зміною знака. За 
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 всі значення ЧАКФ від’ємні.

Приклад 2.2.2. Модель ковзної середньої другого порядку або MA(2) має вигляд: 
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Подібно до попереднього для автоковаріацій маємо
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Автокореляції дорівнюють:
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та 
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ЧАК знаходять підставленням коефіцієнтів автокореляції у такі рівняння:
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Отже, MA(2) процес характеризується нульовими значеннями АКФ порядку більшого ніж два, і досить складною ЧАКФ, яка має спадну тенденцію.
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