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2.3. Авторегресійні процеси (
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Модель авторегресії описує стаціонарний процес, де значення показника 
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де випадкова складова 
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У цих термінах процес, обернений до 
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де 
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 − поліном від оператора зсуву 
[image: image17.wmf]p

p

L

a

L

a

L

a

L

a

-

-

-

-

=

...

1

)

(

2

2

1

. Тепер оператор ний поліном діє на 
[image: image18.wmf]t

y

 а не на 
[image: image19.wmf]t

e

 і результат дорівнює 
[image: image20.wmf]t

e

. Тим самим маємо “дзеркальне відображення” процесу 
[image: image21.wmf])

(

q

MA

. 
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 завжди стаціонарний. Однак немає жодної гарантії, що 
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Вираз (2.3.2) можна розглядати як різницеве рівняння відносно 
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Необхідною й достатньою умовою стаціонарності процесу (2.3.1) є те, що всі корені характеристичного рівняння для процесу 
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Умова, що всі корені рівняння за модулем не перевищують одиницю, еквівалентна тій, що граничні значення 
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Дослідження коренів характеристичного рівняння 
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 можна також здійснити за допомогою аналіза авто​кореляційної функції. Свідоцтвом того, що це рівняння містить корінь, близький до одиниці, є поступове згасання АКФ.

 Для одержання співвідношень для основних характеристик моделі 
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і взявши математичне сподівання, одержимо рекурентне співвідношення для автоковаріацій (нагадаємо, що 
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Поділивши всі складові (2.3.3) на 
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, побачимо, що автокореляції задовольняють аналогічному співвідношенню:
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а дисперсія процесу має вигляд:
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Зазначимо, що рівняння для 
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 подібне до рівняння, якому задовольняє сам процес 
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 або в матричній формі 
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де R – невироджена автокореляційна матриця часового ряду
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Отриману систему рівнянь називають системою Юла-Вокера. З неї визначають параметри 
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Практичного використання набули 
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-процеси першого та другого порядків. Розглянемо приклади цього. 

Приклад 2.3.1. Модель авторегресії першого порядку AR(1) описує марківський процес: 
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Зробимо підстановку 
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Тепер 
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 залежить вже не від попереднього значення  
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Отже, будь-який  AR(1)-процес можна записати як функцію від коефіцієнта 
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Якщо число підстановок  
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Розглянемо числові характеристики процесу. Середнє значення дорівнює 
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і є обмеженим, якщо 
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 не дорівнює одиниці. Для визначення дисперсії зазначимо, що

 
[image: image111.wmf]t

t

t

t

t

y

a

a

y

a

y

e

m

d

e

d

m

+

-

=

-

-

+

-

=

-

-

-

)

(

)

1

(

1

1

1

1

1

.                                                                                                                          

 Тому дисперсія 
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і розв’язавши її відносно 
[image: image114.wmf]0

g

, одержимо


[image: image115.wmf])

1

(

2

1

2

0

a

-

=

e

s

g

.                                                                                                          
Щоб дисперсія була додатною необхідне виконання умови 
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Автоковаріація першого порядку дорівнює:
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Автоковаріація другого порядку дорівнює:
 

[image: image118.wmf]0

2

1

1

1

2

g

g

g

a

a

=

=

                               

та у загальному випадку 
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Автокореляції знаходять безпосередньо із автоковаріацій, вони дорівнюють
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Оскільки  
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, автокореляції є геометрично спадними для AR(1)-моделі. 
Часткові автокореляції (ЧАК) дорівнюють:
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Отже, AR(1)-процес характеризується  геометрично спадною АКФ та ЧАКФ, яка для порядків вище першого дорівнює нулю.

Приклад 2.3.2. Модель авторегресії другого порядку AR(2), яку називають процесом Юла, задається рівнянням 
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Знайдемо середнє та дисперсію AR(2)-процесу 
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Автокореляції процесу дорівнюють
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Часткові автокореляції (ЧАК) дорівнюють:
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Отже, для AR(2) процесу ЧАКФ дорівнює нулю для порядку більше двох, і характеризується спадною  АКФ.

У загальному випадку для 
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-процесів (2.3.1) можна показати, що АКФ геометрично  спадає після 
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, та ЧАКФ дорівнюють нулю після 
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. Це дає змогу ідентифікувати можливу AR-модель за наявності інформації про вибіркову АКФ та ЧАКФ для множини спостережень змінної. 

Авторегресійні моделі є дуже корисними для опису багатьох часових рядів, що трапляються у практичній діяльності. Вперше вони були побудовані для випадкових систем, які мають інерцію і перебувають під впливом сил, що повертають систему до стану рівноваги. Так, моделі другого порядку (
[image: image146.wmf]2

=

p

) доволі точно описують поведінку приблизно циклічної природи, наприклад маятник. Область застосування AR-моделей не обмежується лише стаціонарними процесами. Користуючись різницевими перетвореннями, можна звести процес, що має тенденцію, до стаціонарного. Окрім того, можна виключити тренд, одержаний за методом найменших квадратів або будь-яким іншим методом.
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