Тема 4. Лінійні простори і лінійні оператори. 

Задача 4.1. Перевірити, чи утворює система векторів лінійний підпростір в просторі всіх n-вимірних векторів. Якщо система векторів є підпростором, знайти його базис та розмірність. 

1) 
Усі вектори, у яких координати з парними номерами рівні між собою.

2) 
Усі вектори, сума координат яких дорівнює 0.

3) 
Усі вектори, у яких координати з парними номерами дорівнюють 0.

4) 
Усі вектори, у яких усі ненульові координати одного знаку. 

5) 
Усі вектори, у яких перша та остання координати рівні між собою. 

6) 
Усі вектори, у яких перша координата дорівнює 0.

7) 
Усі вектори вигляду (α,β, α,β,α,β,…), де α,β – будь-які числа. .

8) 
Усі вектори, у яких перша координата дорівнює сумі усіх інших координат.

9) Усі вектори, у яких усі координати рівні. 

10) 
Усі вектори, у яких перша координата дорівнює сумі третьої та четвертої при n≥4. 
Задача 4.2. Довести, що кожна з двох систем векторів e1,e2,…,en та e1’,e2’,…,en’ утворює базис простору і знайти матрицю переходу від базису e1,e2,…,en до базису e1’,e2’,…,en’.

1) 
e1=(1,1,1,1), e2=(1,2,1,1), e3=(1,1,2,1), e4=(1,3,2,3); 

e1’=(1,0,3,3), e2’=(–2,–3,–5,–4), e3’=(2,2,5,4), e4’=(–2,–3,–4,–4); 
2) 
e1=(4,2,1), e2=(5,3,2), e3=(3,2,1); 

e1’=(–1,4,0), e2’=(4,3,1), e3’=(1,2,3); 

3) 
e1=(1,1,1,1), e2=(1,2,1,3), e3=(1,1,2,2), e4=(1,1,1,3); 

e1’=(3,–5,7,2), e2’=(–1, 8,–6, 5), e3’=(1,0,1,3), e4’=(2,2,2,2); 
4) 
e1=(1,0,1), e2=(2,1,0), e3=(1,0, 0); 

e1’=(1,1,1), e2’=(0,1,2), e3’=(3,2,0); 

5) 
e1=(2,1,0), e2=(1,0,1), e3=(0,1, –1); 

e1’=(2,1,2), e2’=(3,3,1), e3’=(1,2,0); 

6) 
e1=(–3,–2,–3),  e2=(4,2,4),  e3=(3,3,4); 

e1’=(1,1,2), e2’=(1,2,3), e3’=(3,2,4); 

7) 
e1=(–3,–4,0),  e2=(2,2,–1), e3=(1,3,2); 

e1’=(0,7,8), e2’=(–3,2,7), e3’=(1,10,10); 

8) 
e1=(1,2,–1,0), e2=(1, –1,1,1), e3=(–1,2,1,1),  e4=(–1, –1,0,1); 

e1’=(2,1,0,1), e2’=(0,1,2,2), e3’=(–2,1,1,2), e4’=(1,3,1,2); 
9) 
e1=(8,–6,7), e2=(–16,7,–13), e3=(9,–3,7); 

e1’=(1,–2,1), e2’=(3,–1,2), e3’=(2,1,2); 

10) 
e1=(1,1,2), e2=(1,2,3), e3=(1,2,4); 

e1’=(2,–3,1), e2’=(3, –1,5), e3’=(1,–4,3); 

Задача 4.3. Знайти розмірність і базис лінійного підпростору, породженного системою векторів

1) 
a1=(4,1,–1), a2=(6,3,3), a3=(1,1,2),  a4=(3,1,0); 

2) 
a1=(1,2,1,1), a2=(1,3,2,–1), a3=(0,2,2,–3),  a4=(1,4,3,2); 

3) 
a1=(1,1,–1,–1), a2=(5,–4,7,1), a3=(3,–3,5,1),  a4=(9,–6,11,1); 

4) 
a1=(0,1,1,0), a2=(1,0,0,1), a3=(–1,0,1,1),  a4=(0,0,1,2); a5=(2,–1,–1,2) 

5) 
a1=(1,1,1,1,0), a2=(1,1,–1,–1,–1), a3=(2,2,0,0,–1),  a4=(1,1,5,5,2); a5=(1,–1,–1,0,0) 

6) 
a1=(1,1,1,1), a2=(1,1,1,3), a3=(3,–5,7,2),  a4=(1,–7,5,–2); 

7) 
a1=(1,2,1,3), a2=(1,1,1,3), a3=(1,0,1,3),  a4=(2,–1,1,6); a5=(–2,–1,–2,–6) 

8) 
a1=(1,1,1,1), a2=(1,2,1,3), a3=(1,1,2,2),  a4=(1,1,1,3); a5=(2,3,3,3) 

9) 
a1=(1,1,1,1), a2=(5,–7,3,–9), a3=(1,2,2,2),  a4=(3,–10,0,–12); 

10) 
a1=(3,1,3,1), a2=(1,2,1,2), a3=(1,2,0,2),  a4=(1,–1,1,–1); a5=(–3,–3,–3,–3) 

Задача 4.4. Знайти систему лінійних рівнянь, яка задає підпростір, породжений системою векторів 
1) 
a1=(1,3,2,–5), a2=(–1,2,1,–2), a3=(3,–5,–2,3), a4=(2,–3,–1,1) 

2) 
a1=(2,–3,5,1), a2=(1,2,3,1), a3=(3,13,10,4), a4=(1,–19,0,–2) 

3) 
a1=(1,–1,1,–1,1), a2=(1,1,0,0,3), a3=(3,1,1,–1,7), a4=(0,2,–1,1,2) 

4) 
a1=(1,1,1,1), a2=(0,3,2,1), a3=(–2,1,0,–1), a4=(–4,5,2,1) 

5) 
a1=(2,–1,4,2), a2=(3,0,6,1), a3=(–1,2,–2,–3), a4=(1,1,2,–1) 

6) 
a1=(1,–3,4,–2), a2=(3,–1,–1,1), a3=(3,7,–14,8), a4=(2,2,–5,3) 

7) 
a1=(2,3,1,2), a2=(3,1,2,1), a3=(1,–9,2,–5), a4=(6,–5,5,–2) 

8) 
a1=(2,–1,1,3), a2=(1,2,3,4), a3=(1,12,13,14), a4=(–1,8,7,6) 

9) 
a1=(1,–1,1,–1), a2=(3,2,1,0), a3=(1,–6,3,–4), a4=(1,14,–5,8) 

10) 
a1=(1,2,3,5), a2=(3,2,1,3), a3=(1,4,7,11), a4=(3,4,5,9) 

Задача 4.5. Знайти базиси суми і перетину лінійних підпросторів, породжених системами векторів a1,…,ak і b1,…,bm відповідно.  

1) 
a1=(1,2,1,3), a2=(1,1,1,3), a3=(1,0,1,3); 

b1=(1,1,1,1), b2=(1,1,2,2), b3=(1,1,–1,–1); 

2) 
a1=(1,2,3), a2=(4,3,1), a3=(2,–1,–5); 

b1=(1,1,1), b2=(–3,2,0), b3=(–2,3,1); 

3) 
a1=(1,2,3), a2=(0,1,1), a3=(1,1,2); 

b1=(4,3,1), b2=(1,1,0), b3=(5,3,2); 

4) 
a1=(1,1,1,1), a2=(1,1,1,3), a3=(1,2,1,3), a4=(1,0,1,3); 

b1=(1,1,1,2), b2=(1,1,2,2), b3=(3,3,4,5), b4=(0,0,1,1); 
5) 
a1=(1,1,1), a2=(4,2,1), a3=(2,0,–1); 

b1=(–2,3,1), b2=(1,4,1), b3=(5,–2,–1); 

6) 
a1=(1,1,1,1), a2=(1,2,1,3), a3=(1,1,2,2); 

b1=(0,0,1,1), b2=(2,2,3,3), b3=(1,1,2,2); 
7) 
a1=(1,2,1,3), a2=(–1,8,–6,5), a3=(0,10,–5,8); 

b1=(1,4,–1,5), b2=(3, –2,6,3), b3=(4,2,5,8); 
8) 
a1=(1,1,0,0), a2=(0,1,1,0), a3=(0,0,1,1); 

b1=(1,0,1,0), b2=(0,2,1,1), b3=(1,2,1,2); 
9) 
a1=(1,1,1,1), a2=(1,1,–1,–1), a3=(1,–1,1,–1); 

b1=(1,–1,–1,1), b2=(1,–1,0,0), b3=(3,–1,1,1); 
10) 
a1=(1,2,1,1), a2=(2,3,1,0), a3=(3,1,1,–2); 

b1=(0,4,1,3), b2=(1,0,–2,–6), b3=(1,0,3,5); 
Задача 4.6. Оператор φ задається координатами вектора φ(x) як фукнціями координат вектора x=(x1,x2,x3). З'ясувати, чи є φ лінійним оператором. У випадку лінійності знайти його матрицю в базисі, в якому задаються координати векторів x та φ(x).

1)
φ(x) = (3x1–x2, x1+5x2–x3, x1+2x2+3x3)

2)
φ(x) = (x12–x2, 2x1+2x3, x1+2x2+x3)

3)
φ(x) = (3x1–x2+4x3, x2–2x3, x1+2x2+4x3)

4)
φ(x) = (4x1–5x2+x3, x1+2x2–x3, 2x1–x2+x3)

5)
φ(x) = (5x1+3x2+4x3, x1+2x2+x3, x2–4x3)

6)
φ(x) = (–2x1+4x2+2x3, 2x1–x2–x3, 4x1+7x2+x3)

7)
φ(x) = (–2x1+|x2|+x3, 4x1+x2–x3, x2+x3)

8)
φ(x) = (–x1–x2–x3, 3x1+5x2+8x3, 5x3)

9)
φ(x) = (2x1–2x2–x3, 4x1+x2+8x3, 2x2–5x3)

10)
φ(x) = (5x1+x2+2x3, 2x1+x2+x3, |x1–x2+x3|)

Задача 4.7. В варіантах 1-5 довести, що існує єдине лінійне перетворення, що переводить вектори a1,a2,a3 відповідно в b1,b2,b3, та знайти матрицю цього перетворення в базисі, в якому задаються координати усіх векторів. 

1) 
a1=(1,–1,1), a2=(1,2,4), a3=(1,1,2); 

b1=(5,1,7), b2=(1,4,2), b3=(2,4,–1); 

2) 
a1=(2,3,4), a2=(1,2,2), a3=(–1,–1,–1); 

b1=(–11,3,9), b2=(1,1,–1), b3=(18,–6,–14); 

3) 
a1=(6,2,1), a2=(–7,–1,–1), a3=(9,1,1); 

b1=(–2,9,11), b2=(0,4,5), b3=(–4,–36,–46); 

4) 
a1=(2,1,1), a2=(3,1,–1), a3=(3,1,0); 

b1=(1,2,3), b2=(0,1,1), b3=(1,1,3); 

5) 
a1=(–1,3,5), a2=(0,1,2), a3=(1,2,4); 

b1=(–5,–2,–5), b2=(1,1,–1), b3=(4,3,0); 

В варіантах 6-10 лінійне перетворення в базисі e1,e2,e3 задається матрицею А, знайти матрицю цього перетворення в базисі f1,f2,f3. 

6) 
A = 
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7) 
A = 
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8) 
A = 
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9) 
A = 
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]
10) 
A = 
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 EMBED Equation.3  [image: image12.wmf]3
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Задача 4.8.

1) Нехай підпростір L1 містится в підпросторі L2. Довести, що якщо розмірності підпросторів L1, L2 співпадають, то L1=L2.

2) Нехай вектор y лінійно виражається через лінійно залежну систему векторів x1,x2,…,xm. Довести, що y має нескінченне число розкладів через систему x1,x2,…,xm при умові, що розглядається векторний простір над нескінченним полем. 

3) Довести, що будь яке лінійне перетворення векторного простору розмірності 1 зводиться до множення усіх векторів на деяке фіксоване число, тобто φ(x)=αx 
[image: image13.wmf]x

"

.
4) Нехай φ – лінійне перетворення векторного простору V, L – підпростір V, φ(L)={φ(x)|x
[image: image14.wmf]Î

L} Показати, що множина φ(L) є підпростором простору V і dim φ(L)
[image: image15.wmf]£

 dim L. 

5) Довести, що лінійне перетворення лінійну залежну систему векторів переводить в лінійну залежну. 

6) Довести, що усі ненульові вектори тоді і тільки тоді є власними векторами лінійного перетворення φ, коли φ є множенням усіх векторів на деяке фіксоване число, тобто φ(x)=αx 
[image: image16.wmf]x

"

.

7) Довести, що сума S=L1+L2 лінійних підпросторів L1, L2 є прямою сумою тоді і тільки тоді, коли принаймні один вектор x
[image: image17.wmf]Î

S однозначно розкладається в суму x=x1+x2  , де x1
[image: image18.wmf]Î

L1, x2
[image: image19.wmf]Î

L2  .

8) Нехай L - підпростір розмірності m  векторного простору V розмірності n, причому m<n. Довести, що в просторі V існує базис, в якому немає жодного вектора з підпростору L.

9) Нехай φ– лінійне перетворення векторного простору V; L- підпростір простору V, інваріантний відносно перетворення φ; φ(L)={φ(x)|x
[image: image20.wmf]Î

L}; φ-1(L)={x
[image: image21.wmf]Î

V|φ(x)
[image: image22.wmf]Î

L}. Довести, що множини φ(L) , φ-1(L) утворюють підпростори, інваріантні відносно перетворення φ.

10) Довести, що сума двох власних підпросторів перетворення φ є прямою сумою.

Задача 4.9. Лінійне перетвореня в деякому базисі задається матрицею. З'ясувати, чи існує для даного перетворення базис простору, складений з власних векторів перетворення. Знайти цей базис і матрицю перетворення в цьому базисі. 
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Задача 4.10. Знайти жорданову нормальну форму матриці 
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Задача 4.11. Лінійне перетворення φ простору в деякому базисі задається матрицею. Знайти базис, в якому матриця цього перетворення жорданова, і знайти цю жорданову матрицю.  
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Задача 4.12.

1) Довести, що будь-який підпростір L n–вимірного лінійного простору V є образом деякого лінійного перетворення. 
2) Довести, що якщо розмірность суми двох лінійних підпросторів простору Rn на одиницю більше розмірності їх перетину, то сума підпросторів співпадає з одним з цих підпросторів, а перетин – з іншим. 

3) Довести, що число лінійно незалежних власних векторів лінійного перетворення, які відповідають даному власному числу λ0, дорівнює числу клітинок з діагональним елементом λ0 в жордановій формі матриці даного лінійного перетворення. 

4) Довести, що для будь-якого лінійного підпростору L1 простору Rn існує інший підпростір L2 такий, що .Rn=L1
[image: image55.wmf]Å

L2. 

5) Довести, що якщо лінійний підпростір L простору многочленів степеня ≤n містить принаймні один многочлен степеня k для k=0,1,2,…,p але не містить многочленів степеня k>p, то він співпадає з простором Lp усіх многочленів степеня ≤p.

6) Довести лінійну незалежність системи функцій 1,cosx,cos2x,…,cosnx. 

7) Нехай лінійне перетворення φ n-вимірного простору Rn в базисі a1,a2,…,an задається діагональною матрицею з різними елементами на діагоналі. Знайти усі лінійни підпростори, інваріантні відносно φ і визначити їх кількість. 

8) Довести, що простір усіх квадратних матриць порядку n є прямою сумою лінійних підпросторів L1 – симетричних і L2 – кососиметричних матриць. 

9) Довести, що будь-який підпростір L n–вимірного векторного простору V є ядром деякого лінійного перетворення. 

10) Довести лінійну незалежність системи функцій sinx,sin2x,…,sinnx. 
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