Тема 5. Евклідові простори. Білінійні та квадратичні форми.

Задача 5.1. Нехай x1,x2, та y1,y2 – координати векторів x,y в деякому базисі двохвимірного лінійного простору над полем R. З'ясувати чи може дана функція F(x,y) бути скалярним добутком. 

1) F(x,y)= x1y1 – 2x1y2 – 2x2y1 + 4x2y2 

2) F(x,y)= 3x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 – x2y2
3) F(x,y)= 2x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + x2y2 

4) F(x,y)= 7x1y1 + 6x1y2 + 6x2y1 + 9x2y2 

5) F(x,y)= 3x1y1 – 6x1y2 – 6x2y1 + x2y2 

6) F(x,y)= 5x1y1 + x1y2 + x2y1 – 4x2y2 

7) F(x,y)= 3x1y1 + x1y2 + x2y1 + 5x2y2 

8) F(x,y)= x1y1 – 3x1y2 – 3x2y1 + 5x2y2 

9) F(x,y)= 4x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 6x2y2 

10) F(x,y)= 5x1y1 – x1y2 – x2y1 + 2x2y2 

Задача 5.2. Система векторів задається координатами в деякому ортонормованому базисі евклідова простору. За допомогою процесу ортогоналізації знайти ортогональний базис підпростору, породженого даною системою векторів
1) (2,1,3,-1), (7,4,3,-3), (1,1,-6,0), (5,7,7,8)

2) (3,-1,-2), (4,0,-1), (7, -1,-3),(5,1,0), (9,1,-1)

3) (1,2, -1,1), (-5,-5,4,-2), (-3,6,2,0)
4) (1,-3,2,1), (-1,7,-3,-2), (2,-2,3,1)
5) (1,0,1,-1), (6,0,4,-5), (3,2,-5,4)
6) (1,-1,1,-1), (4,-2,4,-2), (-2,7,-4,7), (2,7,-2,5) 

7) (1,1,1,1), (3,3,-1,-1), (-2,0,6,8)
8) (2,3,-4,-6), (1,8,-2,-16), (12,5,-14,5), (3,11,4,-7)

9) (1,1,-1,-2), (-2,1,5,11), (0,3,3,7), (3,-3,-3,-9)

10) (1,1,-1,0), (1,2,0,-1), (0,0,1,0)
Задача 5.3.У варіантах 1-4 перевірити ортогональність системи векторів і доповнити вектори до ортогонального базису простору

1) (1,1,1,2), (1,0,1,-1)

2) (1,-2,1,3), (2,1,-3,1)

3) (1,-1,1,-3), (-4,1,5,0) 

4) (1,2,1,2), (1,1,-1,-1)

У вариантах 5-7 доповнити систему векторів до ортонормованого базису простору
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У варіантах 8-10 знайти базис ортогонального доповнення L┴підпростору L
8) L породжується системою векторів (1,2,-1,-3), (2,1,1,-9), (1,4,-3,-1) 

9) L задається системою лінійних рівнянь

x1+ x2 – x3 + x4 = 0 

7x1 – 2x2 + 3x3 – 5x4 = 0

10x1+ x2 – 2x4 = 0 

10) L породжується системою векторів (-1,3,0,1), (4,2,1,1), (3,5,1,2) 

Задача 5.4. У варіантах 1-6 знайти ортогональну проекцію y та ортогональну складову z вектора x на лінійний підпростір L 

1) x = (-3,5,9,3). L породжується системою векторів a1 = (1,1,1,1), a2 = (2,-1,1,1), a3 = (2,-7,-1,-1).

2) x= (14,-3,-6,-7). L породжується системою векторів a1 = (-3,0,7,6), a2 = (1,4,3,2), a3 = (2,2,-2,-2). 

3) x = (-3,0,-5,9). L задається системою лінійних рівнянь

3x1+ 2x2 + x3 – 2x4 = 0 

5x1 + 4x2 + 3x3 + 2x4 = 0

x1+ 2x2 + 3x3 + 10x4 = 0 

4) x= (2,-5,3,4). L породжується системою векторів a1 = (1,3,3,5), a2 = (1,3,-5,-3), a3 = (1,-5,3,-3). 

5) x= (1,4,0,2). L породжується системою векторів a1 = (1,0,-1,1), a2 = (3,3,-2,1), a3 = (-1,6,3,-5). 

6) x = (8,-2,8,3). L задається системою лінійних рівнянь

x1 – 2x2 + x3 = 0 

x1 – x2 + 4x3 + x4 = 0 

У варіантах 7-8 знайти відстань від точки, що відповідає вектору x, до лінійного підпростору L, породженого системою векторів a1,…,ak 

7) x= (1,-1,1,-1); a1 = (1,-1,0,2), a2 = (1,0,1,1)
8) x= (1,1,-1,0): a1 = (1,1,1,1), a2 = (1,-1,-1,1), a3 = (1,1,-1,-1) 

У варіантах 9-10 знайти кут між вектором x і підпростором L. 

9) x = (3,-1,-1,-1). L задається системою лінійних рівнянь

2x1+ x2 – 2x3 = 0 

x1 + x2 + x4 = 0 

10) x= (1,2,3,-1). L породжується системою векторів a1 = (1,1,-1,-1), a2 = (1,-1,5,-3), a3 = (0,1,2,-4).

Задача 5.5. У варіантах 1-8 e1, e2,…, en — ортонормований базис евклідова простору. Лінійне перетворення φ задається в базисі f1, f2,…, fn матрицею A. Знайти матрицю спряженого перетворення φ* в базисі f1, f2,…, fn.
1) A = 
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f1 = e1 – e2 – e3, f2 = e1 + e2 + e3, f3= e3 

2) A = 
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f1 = e1 + e2, f2 = e1 – e2 + e3, f3= e1 – e2 – e3 

3) A = 
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f1 = e1 + e2 + e3, f2 = e2 + e3, f3= e2 – e3 

4) A = 
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f1 = e1 + e2, f2 = e2 + e3, f3= e1 + e3 

5) A = 
[image: image27.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

1

1

3

1

2

1

2

1

0

 
f1 = e1 – e2, f2 = e2 + e3, f3= e1 + e2 + e3 

6) A = 
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f1 = e1 + e2 + e3, f2 = e1 – e2 – e3, f3= e1 + e3
7) A = 
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f1 = – e1 + e2 + e3, f2 = e1 – e2 + e3, f3= e1 + e2 – e3
8) A = 
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f1 = e1 – e2 – e3, f2 = e1 – e2, f3= e1
У варіантах 9-10 лінійне перетворення φ двохвимірного евклідова простору переводить вектори a1, a2 в b1, b2 відповідно. Координати векторів задаються в ортонормованому базисі e1, e2. Знайти матрицю лінійного перетворення φ*, спряженого для перетворення φ, в базисі e1, e2. 

9) a1 = (0,1), a2 = (1,3), b1, = (3,1), b2 = (2,3)

10) a1 = (1,1), a2 = (1,4), b1, = (0,-2), b2 = (-3,7).  


[image: image31.wmf]
Задача 5.6. Самоспряжене лінійне перетворення φ в деякому ортонормованому базисі задається матрицею A. Знайти ортонормований базис простору, який складається з власних векторів  перетворення φ, і матрицю B перетворення в цьому базисі. 
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2) A = 
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2) A = 
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4) A = 
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5) A = 
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6) A = 
[image: image37.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]÷
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7) A = 
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8) A = 
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9) A = 
[image: image41.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image42.wmf]÷
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10) A = 
[image: image43.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

5

2

0

2

4

2

0

2

3


Задача 5.7. Знайти канонічний вигляд B ортогональної матриці A і ортогональну матрицю Q таку, що B = Q-1AQ. 

1) A = 
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2) A = 
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3) A = 
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4) A = 
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5) A = 
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6) A = 
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7) A = 
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8) A = 
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9) A = 
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10) A = 
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Задача 5.8. Розкласти дану матрицю в добуток симетричної матриці з додатними характеристичними числами і ортогональної  матриці. 
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4) A = 
[image: image57.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]÷
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5) A = 
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6) A = 
[image: image60.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image61.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

3

3

3

3

3

3

3

3

3


7) A = 
[image: image62.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

6

4

1

3

4

2

6

2

2




8) A = 
[image: image63.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image64.wmf]÷
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10) A = 
[image: image66.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image67.wmf]÷
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Задача 5.9. 

1) Довести, що добуток двох ортогональних перетворень є ортогональним перетворенням. 

2) Довести: якщо φ, ψ – самоспряжені оператори, то φψ + ψφ – самоспряжений оператор. 

3) Довести, що добуток φψ двох самоспряжених операторів є самоспряженим оператором тоді і тільки тоді, коли φψ = ψφ. 

4) Довести: матриця додатної квадратичної форми ортогональна тоді і тільки тоді, коли ця форма є сумою квадратів. 

5) Довести: для векторів x, y евклідова простору рівність |x| = |y| виконується тоді і тільки тоді, коли вектори x + y та x – y ортогональні. 

6) Нехай a1,a2,…,ak – ортогональна система векторів в евклідові просторі. Довести, що |a1+a2 +…+ak|2 = |a1|2+|a2|2 +…+|ak|2. 

7) Довести, що лінійний оператор, обернений для самоспряженого невиродженого лінійного оператора, є самоспряженим оператором. 

8) Довести: якщо лінійний оператор φ ортогональний і самоспряжений, то φ2 – тотожний оператор.

9) Нехай на підпросторі L лінійного простору V над полем R введено скалярний добуток (x,y). Довести, что на просторі V можна ввести скалярний добуток так, що для векторів x,y( L він буде співпадати з заданим спочатку скалярним добутком (x,y). 

10) Довести: якщо (x,y)1, (x,y)2 – різні скалярні добутки на лінійному просторі V над полем R, то скалярним добутком на V буде і (x,y)= λ(x,y)1 +μ(x,y)2, де λ, μ – довільні невід’ємні числа, які одночасно не дорівнюють 0. 

Задача 5.10. Для квадратичної форми знайти канонічний вигляд та невироджене лінійне перетворення, що зводить квадратичну форму до цього вигляду (метод Лагранжа)

1) 9x12 – 12x1x2 – 6x1x3 + 4x22 + 4x2x3 + x32 

2) 8x12 + 8x22 + x32 + 16x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3 

3) x12 + 2x22 + 2x32 + 3x42 +2x1x2 + 2x2x3+ 2x3x4 

4) x1x2 + x1x3 + x1x4 +x2x3+ x2x4 +x3x4 

5) x12 – 2x1x2 + 2x1x3 – 2x1x4 + x22 + 2x2x3 – 4x2x4+ x32 – 2x42
6) 2x12 + 3x22 + 6x32 – 4x1x2 – 4x1x3+ 8x2x3 

7) 2x12 + 18x22 + 8x32 – 12x1x2 – 8x1x3 – 27x2x3 

8) x1x2 +x2x3+ x3x4 +x4x1 
9) – 12x12 + 3x22 – 12x32 + 12x1x2 – 24x1x3 + 8x2x3 

10) 3x12 + 2x22 – x32 – 2x42 + 2x1x2 – 4x2x3 + 2x2x4 

Задача 5.11. Знайти ортогональне перетворення, що зводить квадратичну форму до канонічного вигляду, і записати цей канонічний вигляд. 

1) 2x12 + 5x22+ 5x32 + 4x1x2 – 4x1x3 – 8x2x3 

2) x12 – 2x22 – 2x32 – 4x1x2 + 4x1x3 + 8x2x3 

3) 5x12 + 6x22 + 4x32 – 4x1x2 – 4x1x3 

4) 3x12 + 6x22 + 3x32 – 4x1x2 – 8x1x3 – 4x2x3 
5) 7x12 + 5x22 + 3x32– 8x1x2 + 8x2x3 

6) 2x12 + 5x22 + 2x32 – 4x1x2 – 2x1x3+ 4x2x3 

7) – 3x12 +4x1x2 + 10x1x3 – 4x2x3 

8) – x12 + x22 – 5x32 + 6x1x3 + 4x2x3 

9) 3x12 + 8x1x2 – 8x1x3 – 7x22 – 8x2x3 + 3x32
10) x12 – x1x2+ x1x3+ x22 +x2x3 + x32 
Задача 5.12. Звести рівняння поверхні другого порядку до канонічного вигляду і визначити тип поверхні.

1) 5x2 + 5y2 + 3z2 +2xy + 2
[image: image68.wmf]2

xz + 2
[image: image69.wmf]2

yz + 26x +34y + 10
[image: image70.wmf]2

z + 10 = 0

2) 2x2 + 9y2 + 2z2 – 4xy + 4yz + 4x +2y – 4z – 1 = 0 

3) 4y2 – 3z2 + 4xy – 4xz + 8yz + 4x  – 2z – 1 = 0 

4) x2 + 2y2 + z2 – 2xy – 2yz + 6x – 6y +8 = 0 

5) x2 + 2y2 + 5z2 + 4yz + 20y + 20z –10 = 0 
[image: image71.wmf]j


6) – x2 + 5y2 + 5z2 + 8yz + 2x + 12y + 24z + 36 = 0 

7) 2x2 + 5y2 + 5z2 + 6yz + 4x +16y + 16z + 10 = 0 

8) 2x2 + 2y2 + z2 – 10xy + 20x – 8y  + 29 = 0 

9) 2x2 + 2y2 + 2z2 – 2xy + 2xz + 2yz +18z + 1 = 0 

10) 3x2 – 7y2 + 3z2 + 8xy – 8yz – 8xz – 4x +6y + 8z – 5 = 0 

Задача 5.13. 


1) Довести, що лінійний оператор ( в скінченновимірному евклідові просторі, який зберігає ортогональність будь-яких двох векторів, є оператором вигляду (=((, де ( – ортогональний оператор, ( – деяке дійсне число. 
[image: image72.wmf]

2) Довести: якщо для двох пар векторів x1, x2 та y1, y2 евклідова простору виконується |x1| = |x2|, |y1| = |y2| і кут між векторами x1, x2 дорівнює куту між y1, y2, то існує ортогональний оператор A такий, що A(x1) = y1, A(x2) = y2. 

3) Довести: якщо квадратична форма з матрицею A додатня, то квадратична форма з матрицею A-1 додатня. 


4) Нехай L1, L2 –підпростори n–вимірного евклідова простору V, причому розмірність L1 менше розмірності L2. Довесті, що в L2 міститься ненулевий вектор, ортогональний до усіх векторів з L1. 


5) Довести: якщо вектори x, y евклідова простору мають однакову довжину, то існує ортогональний оператор A такий, що A(x) = y. 

6) Лінійний оператор A діє на двохвимірному евклідові просторі, причому для деякої пари неколінеарних векторів x, y (A(x), у) = (x, A(y)). Довести, що A - самоспряжений оператор. 


7) Довести: якщо для самоспряжених операторів A1, A2 при будь-якому векторі x виконується рівність (A1(x), x) = (A2(x), x), то A1 = A2.


8) Нехай V = L1, ( L2 – розклад скінченновимірного евклідова простору в пряму суму підпросторів. Довесті, що V = L1(, ( L2(. 


9) Довесті, що квадратична форма додатня тоді і тільки тоді, коли її матриця A = CTC, де C –невироджена дійсна матриця. 

10) Довести, що образ оператора A*A співпадає з образом оператора A*, де A*– спряжений оператор для оператора A. 
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