Перетворення матриці системи.

Нехай дана система лінійних рівнянь
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Як відомо, цій системі відповідають дві матриці. Основна матриця системи 
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розширена матриця системи
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Для кожної системи лінійних рівнянь можна скласти розширену матрицю і, навпаки, за допомогою розширеної матриці можна відновити систему лінійних рівнянь.


Кожному еквівалентному перетворенню системи лінійних рівнянь відповідає перетворення розширеної матриці системи.


Перестановці рівнянь в системі відповідає перестановка рядків розширеної матриці.


Перестановці змінних в рівняннях відповідає перестановка стовпчиків останньої матриці системи. 


Викресленню нульового рівняння відповідає викреслення з розширеної матриці нульового рядка.


Домноженню рівняння на деяке число відповідає домноження на це число рядка розширеної матриці.


Додавання до рівняння системи іншого рівняння, домноженого на число, відповідає додавання.

Метод Гука розв’язання системи лінійних рівнянь

(метод виключення змінних).

Припустимо, дана система лінійних рівнянь
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Складаємо розширену матрицю системи
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Метод Гука зручно викласти, користуючись розширеною матрицею системи. Позначимо рядки матриці 
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Можна вважати, що в першому стовпчику матриці є деякий нульовий елемент (інакше в системі немає змінної 
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). Можна також вважати. Що 
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 (інакше можна, переставити рядки матриці так, щоб ця умова виконалась). Тоді можна виключити змінну 
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 з усіх рівнянь крім першого. Для цього від другого рядка матриці віднімається перший, домножений на число  
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. Далі від третього рядка віднімається перший, домножений на 
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. Продовжуючи цей процес виключення, нарешті, від 
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     Можливо, що в результаті виконання  цього процес виключення, з усіх рівнянь системи, крім першого, разом зі міною 
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 виключається ще кілька змінних. Тому для визначності будемо вважати, що першою зміною, що кілька змінних. Тому для визначеності будемо вважати, що першою змінною, що залишається у цих рівнянь, є зміна 
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.  Отже, одержуємо розширену матрицю.
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      Можна вважати, що 
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  (інакше можна переставити рядки). Тоді можна виключити зміну 
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 з усіх рівнянь, починаючі з третього.

      І так далі. Якщо при виконані процесу виключення з’являється  нульовий рядок, то він викреслюється. Процес завершується удвох випадках. 

      1. Одержуємо рядок, якій відповідає рівням вигляду 
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       2. Виключення змінних далі стає неможливим. При цьому можливі два варіанти.

1) число ненульових рядків заключної матриці дорівнює числу змінних.

Тобто, розширена матриця має вигляд
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В цьому випадку система зведена до трикутного вигляду. Заключна система рівнянь квадратна. ЇЇ головний визначник:
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Отже, за теоремою Крамера, система має єдиний розв’язок. Але на практиці цей  розв’язок зручніше знаходити не за формулами Крамера. Для цього існує процес, який називається оберненим ходом метода Гауса.


З останнього рівняння знаходиться значення змінної 
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Далі це значення підставляється в попереднє рівняння і знаходиться значення змінної 
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2) число ненульових рядків заключної матриці менше числа змінних.

Тобто заключна матриця має вигляд
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. Матриця відповідає системі
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В цьому випадку кажуть, що система зведена до трапецеїдального вигляду. Система має нескінчену кількість розв’язків, змінні системи діляться на дві частини – базисні та вільні змінні. Базисними зручно вважати змінні, які відповідають першим ненульовим елементам в рядках заключної матриці. В нашому випадку такими змінними є 
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. Решта змінних вважається вільними. Рівняння системи переписується так, що в їх лівих частинах залишаються тільки базисні змінні, а вільні переносяться  в праві частини. Далі процесом, аналогічним оберненому ходу метода Гауса одержується залежність базисних змінних від вільних. Такі залежності називаються загальним розв’язком системи лінійних рівнянь. Загальний розв’язок описує всі розв’язки системи. Якщо замість вільних змінних підставляти будь-які наори чисел і за формулами загального розв’язку обчислювати при цьому значення базисних змінних, можна одержати всі розв’язки системи лінійних рівнянь. При цьому кожний окремий розв’язок системи називається частковим. 
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