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1.
Передмова.

Перша частина посібника являє собою інтерпретований огляд сучасного стану галузі, яка носить назву “обчислювальна геометрія”. Перелік розглянутих задач орієнтований в основному на розробку систем автоматизованого проектування і технологічної підготовки виробництва (відповідна англомовна абревіатура ( CAD/CAM). Список задач, дослідження яких відоме з наукових джерел, впорядкований і суттєво доповнений автором, можливо не назвами самих задач, а скоріше методами їх розв’язку, дослідженнями і відповідно отриманими у цій галузі змістовними результатами. У всякому випадку, наведений список дозволяє акцентувати увагу читача на дійсно існуючих проблемах і застерігає його від надміркового оптимізму при їх вирішенні.

 Огляд починається переліком наукових напрямків у цій галузі. За ним йдуть коментовані списки геометричних і негеометричних задач обчислювальної геометрії.

Далі в посібнику викладені результати дослідження автора з обчислювальної геометрії, які проводились, в тому числі, для систематизації та впорядкування знань студентів у цій галузі. Фахівці можуть розглядати поданий матеріал, як теоретичний фундамент для побудови геометричних підсистем CAD/CAM, а також, як перші кроки в її практичному створенні.

Спираючись на опис класу напівалгебраїчних підмножин евклідового простору за допомогою поліноміальних формул, що мають змінні незв’язані кванторами, були побудовані визначення таких традиційних для геометрії об’ектів, як многокутники та многогранники. Виникає природне питання ( чим не задовольняють автора  ті визначення, які вже існують?

По-перше, в нашому випадку треба, щоб ці об’єкти були формально визначені, як множини точок, тобто їх моделі повинні містити у собі характеристичні функції, що забезпечує однозначність їх тлумачення (як множин).

По-друге, треба мати можливість ці визначення алгоритмічно перевірити (точно обчислити). Наприклад, перевірити, що модель геометричного об’єкта з описаного нижче класу є моделлю многокутника.

По-третє, використання в запропонованих моделях многокутників/многогранників топології клітинних комплексів (КК) дозволяє фіксувати (запам’ятовувати) результати застосування методів попередньої обробки даних при алгоритмічному вирішенні геометричних задач.

Аксіоматизація многокутників на евклідовій площині та  многогранників у тривимірному евклідовому просторі у доступній літературі з обчислювальної геометрії, та й геометрії взагалі, або відсутня, або носить частковий характер, наприклад, визначаються тільки опуклі з них [1], або ( це визначення на зразок, що многокутник ( це замкнена ламана [2]. Можливість виконувати коректні обчислення з подібними об’єктами досить сумнівна.

Результати, що наводяться у основній частині цього посібника спираються на два основних моменти: коректні обчислення над класами (підмножинами) дійсних чисел і адекватні моделі (для задач, що розглядаються) геометрії об’єктів.

Система комп’ютерної алгебри (СКА) Mathematica використовується як програмний інструмент, що забезпечує відносно просте створення програм, які реалізують логічно складні алгоритми. При вирішенні нелінійних задач обчислювальної геометрії система Mathematica може також використовуватись для генерації коду програм.

Основні ідеї, покладені в основу досліджень, описаних цьому посібнику розповсюджуються на вирішення нелінійних задач обчислювальної геометрії і будуть описані в роботі “Нелінійна обчислювальна геометрія”.

Врешті зауважимо, побудова наближених геометричних алгоритмів, тобто алгоритмів, що розв’язують задачу з наперед указаною точністю, а тим більше ефективних таких алгоритмів є дуже складною математичною проблемою і її розгляд не входить до предмета цього посібника.

2.
Вступ.

У посібнику розглядаються два джерела отримання геометричної інформації. Це пристрої вводу та програми, що генерують такі дані. 

Розглянемо перше з них більш принципово. Усі без винятку пристрої вводу геометричної інформації дозволяють вводити в комп’ютер тільки скінчену кількість “точок”, координати яких можна вважати раціональними числами. Це твердження випливає з фізичної суті пристроїв, що мають обмежену точність і принципів роботи комп’ютера, як дискретного перетворювача інформації. Усі інші об’єкти, в тому числі, і такі, що мають континуальну потужність, як множини точок є результатом моделювання. Наші дослідження орієнтовані, в основному, на пристрої вводу з довільною розгорткою.

Комп’ютерні програми можуть генерувати різноманітні моделі геометричних об'єктів, чисельні параметри яких є обмеженими дійсними числами, більше того, представлення (опис) їх, у комп’ютері є скінченим, і ще більше того, для цих чисел (їх, описів) повинні існувати алгоритми виконання арифметичних операцій, та операцій порівняння. Це треба розуміти таким чином, що не для всіх пар дійсних чисел існує, скажімо, алгоритм (як процедура, що має скінчену кількість кроків) їх порівняння. Подальші обчислення будуть нездійсненними, якщо остання вимога до чисел не буде задовольнятись.

Для того щоб отримати певне уявлення про цю проблему, розглянемо, здавалось би просту задачу. Треба написати програму, яка розв’язує системи двох лінійних рівнянь із двома невідомими, коефіцієнти при яких, є дійсними числами. 
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Під розв’язком будемо розуміти впорядковану пару 
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—, в подальших обчисленнях, довільний з розв’язків системи.

Тепер, нехай ця програма розв’яже такий приклад:
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Програмна реалізація традиційних чисельних методів може давати результати, які будуть далекі від дійсності. А створення програми, яка роз’язує лінійні системи хочаб з алгебраїчними коефіцієнтами (а вони є дійсними числами) потребує більше фантазії розробника ніж це могло здатися з початку.
3.
Задачі обчислювальної геометрії.

Сучасний стан обчислювальної геометрії був сформований в основному, завдячуючи “інженерному” підходу до вирішення геометричних задач. Тобто бажання отримати результати якомога швидше пішло не на користь їх обґрунтуванню. А це, в сою чергу, не могло не привести до виникнення певних протиріч, в тому числі, при отриманні оцінок обчислювальної складності та при програмній реалізації алгоритмів.

Обчислювальну геометрію визначимо прямим переліком існуючих напрямків і класів задач, що будемо відносити до її предмета.

До напрямків обчислювальної геометрії відносімо, представляючи їх найбільш характерними науковими літературними джерелами, або авторами, того чи іншого, підходу:

1) Обчислювальна геометрія, як напрямок для вирішення задач формоутворення. Така назва, цього напрямку, мабуть, що належить Форесту, а класичним джерелом є [3].

2) Обчислювальна геометрія многокутників і многогранників. Найбільш відомими авторами, що представляють цей, дуже популярний у фахівців напрямок, можна вважати Шеймоса та Препарату [2]. 

3) Оригінальний напрямок, що також можна віднести до обчислювальної геометрії розроблений Рвачьовим та його школою [4]. Він орієнтований на моделювання об’єктів складної форми, в тому числі створення моделей з певними диференційними характеристиками.

Зрозуміло, що цей перелік можна продовжувати, але в нього були відібрані напрямки, які мають найбільший нахил до вирішення проблем CAD/CAM. Можна показати, що всі вони є проявами більш загального підходу [5], викладення початку якого наводиться у цьому посібнику. Він спирається на результати з розв’язності елементарної теорії дійсних чисел, які беруть свій початок у роботах А.Тарського [6], а також спираються на [7], [8], [19].

Будемо поділяти обчислювальну геометрію на дві частини.

1) Кусково — лінійну.

2) Нелінійну.

Нижче наводиться перелік задач обчислювальної геометрії (обох частин) але далі, в цьому посібнику, розглядаються розв’язки тільки тих задач, що належать до її першої частини. З основами нелінійної геометрії можна ознайомитись в [5]. Більш докладно вирішення цих питань автор запропонує в посібнику “Нелінійна обчислювальна геометрія”.

Якщо сказати коротко, то до задач обчислювальної геометрії відносимо:

2) розробку моделей геометрії об’єктів. Розроблювана модель визначається класами задач, для вирішення яких її планується використовувати і моделювання завершується використанням конкретних структур даних в інструментальних мовах програмування, які використовуються при розробці систем CAD/CAM.

3) Розробку алгоритмів вирішення задач, що носять геометричний характер. Спочатку треба створити або мати хай і не дуже ефективний, але коректний алгоритм вирішення тих чи інших задач, вже потім, зрозумівши природу неефективності шукати методи його оптимізації або поліпшення. Ясна річ, що коли відразу вдається знайти ефективний і коректний алгоритм, то це дуже добре. Хотілося б лише наголосити на високих вимогах до надійності алгоритмічного та програмного забезпечення CAD/CAM.

4) Аналіз обчислювальної складності алгоритмів, та самих задач. Розробка ефективних алгоритмів (якщо вони існують) можлива тільки в результаті аналізу їх складності. Саме існування алгоритмів розв'язку можна з’ясувати при аналізі внутрішньої складності самих задач.

3.1.
Моделі геометрії об’єктів.

Будемо розглядати два класи моделей:

1. Моделі, які описують геометрію конкретних об’єктів. Будемо їх називати для визначеності константними.

2. Параметричні моделі, що дозволяють описувати, взагалі кажучи, цілі множини “схожих” об’єктів і з яких можуть бути утворені константні моделі шляхом визначення фактичних значень всіх параметрів (параметричної моделі).

Існують чотири типи константних моделей:

1. Каркасні (дротяні, кістякові) моделіXE "Каркасні (дротяні, кістякові) моделі" \b, які дозволяють описувати тільки характерні лінії та точки об’єкта і зв’язки між ними. Використовуються, як правило, для моделювання многокутників і многогранників. Моделі цього типу застосовуються при вирішенні простих геометричних задач. Наприклад, для вирішення задачі про належність точки об’єкту, як множині (яка носить фундаментальну роль у всій алгоритмізації геометрії) ця модель не придатна.

2. Моделі типу граничного представленняXE "Моделі типу граничного представлення" \b. Ці моделі використовуються, в основному, для описання поверхні об’єктів, які мають складну форму. Часто на такі моделі накладають додаткові вимоги щодо гладкості опису поверхні, або інші обмеження, скажімо, — естетичні. Фактично моделі цього типу використовуються для розв’язання єдиного класу задач, а саме — формоутворення. Розв’язання інших геометричних задач алгоритмічним шляхом на моделях цього класу важко назвати задовільним. Це відноситься, як до надійності пошуку рішень, так і їх точності, а також обчислювальної ефективності.

3. Моделі типу твердого тілаXE "Моделі типу твердого тіла" \b. Для певних класів моделей цього типу існує алгоритм розв’язання задачі про належність точки, на який спираються алгоритми вирішення інших геометричних задач.

4. Моделі гібридного типуXE "Моделі гібридного типу" \b. Можуть мати у своєму складі компоненті перших трьох типів. При наявності компоненті типу твердого тіла, що задовольняють певним вимогам, наявність інших компонент можна розглядати як результат застосування методів попередньої обробки геометричних даних. Відсутність у моделі компоненти третього типу суттєво звужує можливості алгоритмічного розв’язку (з використанням таких моделей гібридного типу) геометричних задач.

Не будемо наводити інші класифікації моделей, наприклад, за класами геометричних примітивів або засобів композиції, але зазначимо декілька суттєвих моментів.

Традиційно прийнято поділяти моделі на 2D—моделіXE "2D—моделі" \b (для площинних об’єктів), 3D—моделіXE "3D—моделі" \b (для об’єктів у тривимірному евклідовому просторі), 2.5D—моделіXE "2.5D—моделі" \b для об’єктів типу узагальнених циліндрів та тіл обертання, що розглядаються, як підняття площинних фігур у тривимірний простір. Останні, найчастіше, використовуються у системах технологічної підготовки виробництва (CAM).

Окремо зупинимось на моделях многокутників і многогранників. Вони можуть належати до будь-якого з перелічених вище типів. В якості геометричних примітивів, у цьому випадку, використовуються: прямі, площини, їх частини або півпростори, обмежені ними. Засоби композиції можуть бути різними і їх набір також залежить від обраного типу моделі. Зазначимо, що, наприклад, модель многокутника “реберний список із подвійними зв’язками”, що використовується в [2] належить до першого типу (каркасна модель). Не дивлячись на те, що ця модель каркасного типу, але для многокутників і многогранників (при певних застереженнях) можна збудувати алгоритм вирішення задачі про належність точки.

Модель геометрії об’єктів запропонована Рвачьовим належить до твердотільного типу. В якості засобів композиції для цих моделей можуть використовуватись різноманітні базиси R—функційXE "R—функцій" \b [4]. Вони можуть забезпечувати потрібні диференційні властивості описів об’єктів.

На завершення зазначимо, що в якості параметрів параметричних моделей може виступати “будь—що”, навіть фрагменти геометрії. Неформально кажучи, параметричною моделлю можна вважати будь який алгоритм, що будує (обчислює) визначену попередньо константну модель певного типу.

3.2.
Геометричні задачі обчислювальної геометрії.

Повернемось ще раз до питання про обмеженість класів геометричних задач, що традиційно розглядаються та досліджуються в рамках обчислювальної геометрії. Прямолінійний перенос методів і результатів дискретної математики на розв’язання та дослідження задач, визначених на множинах, що мають, взагалі кажучи, континуальну потужність руйнує коректність їх застосування. Навіть многокутники на евклідовій площині є множинами точок цієї площини, і не просто множинами, а вони мають певну топологію, вірніше сказати на них треба розглядати певну топологію. Другою нематематичною причиною обмеженості є відсутність уваги сучасного математичного загалу (математичної спільноти) до цієї галузі. 

До задач обчислювальної геометрії не будемо відносити задачі комп’ютерної геометрії у розумінні Фоменко [9]. Такі, наприклад, як задачі класифікації поверхонь за допомогою комп’ютера. Будемо розглядати задачі, вирішення яких може мати застосування при реалізації систем CAD/CAM.

Тепер, більш детально, зупинимось на класах геометричних задач, які відносяться до предмета обчислювальної геометрії:

1) Задачі про лінійні перетворення точок евклідового просторуXE "Лінійні перетворення евклідового простору" \b.

Здавалось би, що це проста і добре всім відома задача. Мабуть, це так. Але згадаємо, що перетворення координат (на площині) здійснюються за формулами:
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При чому повинна виконуватись рівність: 
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 у багатьох випадках може викликати великі труднощі, навіть для випадків, коли воно взагалі можливе. Наближене обчислення значень, особливо при послідовному виконанні ряду перетворень, може приводити до “розсипання” (викривлення) моделі об’єкта.

2) Задачі обчислювальної топологіїXE "Обчислювальна топологія" \b. 

До переліку задач із цією незвичною назвою відносяться ті, що носять топологічний характер. А саме, алгоритмічна перевірка того, чи є множина відкритою, чи замкненою, чи невідкритою й незамкненою. Цьому класу належать також: обчислення топологічної границі, топологічного замикання, топологічної розмірності, тощо.

3) Задачі формоутворенняXE "Формоутворення" \b.

Узагалі кажучи, дуже складний клас задач. Який не має повністю задовільного розв’язку на сьогоднішній день. Розв’язки у вигляді формул існують для кривих і поверхонь заданих параметрично [3], [11], [12]. Більшість фізичних пристроїв уводу геометричної інформації дозволяють вводити координати точок на площині. Тому задачі формоутворення — це побудова моделі, хоча б типу твердого тіла, у тривимірному просторі (із дотриманням умов на гладкість поверхні) по площинним проекціям, розрізам та перетинам. Незрозуміло навіть, скільки їх (проекцій, розрізів, перетинів), і яких саме, треба для розв’язання цієї задачі в тому чи іншому випадку.

4) Задачі векторної графікиXE "Векторна графіка" \b.

Це задачі правильного рисування каркасів площинних і просторових об’єктів. Правильного це, в першу чергу — топологічно правильного з поміткою або виділенням невидимих частин. Зображення будуються в термінах ліній і точок (скінчені множини), пов’язаних між собою. До цих елементів та їх скінчених множин (множин точок, ліній) можна здійснювати доступ та маніпулювати з ними як з єдиним цілим, що є неодмінною умовою роботи з графічними зображеннями в рамках систем CAD/CAM.

5) Задачі растрової графікиXE "Растрова графіка" \b. (Можливо ці задачі недоцільно виділяти в окремий клас.)

Для вирішення задач растрової комп’ютерної графіки використовуються моделі об’єктів, яки містять інформацію як про геометрію, так і про оптичні характеристики їх поверхні. Системи растрової графіки також дозволяють моделювати певні властивості оточуючого середовища, та параметри освітлення. Сукупність методів растрової графіки орієнтована на побудову наближених (растрових) зображень. На відміну від векторних, відтворення яких орієнтовано на використання пристроїв виводу з довільною розгорткою (плоттери, векторні дісплеї, плазміні різаки, тощо) растрові зображення, орієнтовані на пристрої з фіксованою розгорткою (найчастіше за принципом “з ліва на право, з гори у низ”). Структура таких зображень надто примітивна у порівнянні із структурою векторних. Тому найчастіше їх використовують для унаочнення геометричних образів для людини. Ці методи легко можуть бути розповсюджені на побудову стерео (стерео пар) і навіть, голографічних зображень.

6) Побудова клітинних комплексівXE "Клітинний комплекс (КК)" \b (КК).

Наведення топології клітинного комплексу на множині точок, які власне і складають об’єкт, є дуже важливим для зменшення загальної обчислювальної складності масових геометричних задач. Фактично побудова КК є попередньою обробкою даних, яка може бути використана при вирішенні багатьох інших геометричних задач. До них можна віднести, наприклад, задачі обчислення множин проекцій, розрізів, перетинів одного і того об’єкта, перевірку пустоти перетину двох об’єктів і таке інше.

7) Задачі про пустоту/не пустоту перетину геометричних об’єктівXE "Перевірка пустоти перетину геометричних об’єктів" \b.

Це один із найпоширеніших класів задач вирішення, котрих використовується при оптимальному розміщенні геометричних об’єктів. Для многокутників і многогранників ця задача добре відома в літературі з обчислювальної геометрії.

8) Метричні перетворення об’єктівXE "Метричні перетворення об’єктів" \b, що наведені (індуковані) лінійними перетвореннями евклідового простору.

Добре відомі формули для таких перетворень лінійних і квадратичних форм. Перетворення об’єктів більш загального вигляду відомі менше. Проблеми обчислення такі ж самі, як і в пункті 1) даного переліку. Задачі цього класу є спільними при оптимальному розміщенні (при різноманітних постановках) об’єктів. 

9) Теоретико — множинні операції над геометричними об’єктамиXE "Теоретико — множинні операції над геометричними об’єктами" \b.

Якщо вважати, що моделі геометрії описують об’єкти, хоча б як множини, то відсутність реалізації теоретико — множинних операцій, у якості засобів композиції, для відповідної системи CAD/CAM була б протиприродною. Складність реалізації цих операцій залежить відмоделі геометрії.

10) Задачі оптимального розміщення (клас FindSpace).XE "Оптимальне розміщення об'єктів (клас FindSpace)" \b
Задачі оптимального розміщення класу FindSpace, тобто пошуку місця або розташування, мають дуже велику обчислювальну складність. Саме задачі, а не тільки алгоритми їх вирішення, є складними. Цим, в основному, пояснюється відсутність відчутного прогресу в їх автоматичному вирішенні. Тому при реалізації систем CAD/CAM доцільно, мабуть, використовувати й інтелектуальні можливості людини. Яким чином? Детальний аналіз джерел складності цього класу задач може частково дати відповідь на це питання.

10.1. Задачі математичного програмуванняXE "Математичне програмування" \b.

Якщо говорити про оптимальне розміщення об’єктів, то неминуче треба навчитись розв’язувати оптимізаційні задачі математичного програмування. При чому це досить складні задачі. Якимось чином треба перебрати можливі розташування геометричних об’єктів враховуючі дуже неприємні з точки зору обчислень обмеження і знайти таке, на якому оцінка якості досягає оптимуму. Справа погіршується ще й тим, що положення об’єктів може залежати від значень тригонометричних функцій параметрів розміщення.

10.2. Задачі оптимального розкроюXE "Оптимальний розкрій" \b.
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Це задачі розміщення плоских об’єктів у плоскій області при виконанні умови відсутності їх взаємного перетину. Інші критерії розміщення (оптимальності) можуть бути найрізноманітнішими. Можливо алгоритмічно вирішити, наприклад, таку задачу. Нехай у нас є диск із якогось матеріалу і ми розрізаємо його двома колами, а кільця й диск розносимо по площині (Риснок 2). Тоді наш алгоритм зможе зібрати початкову конфігурацію (Рисунок 1), якщо в якості критерію оптимальності використати, наприклад, мінімальність діаметру об’єднання (як множин точок) цих кілець та диску при умові відсутності перетину між ними.

11) Задачі оптимального розміщення (клас FindPath).XE "Оптимальне розміщення об'єктів (клас FindPath)" \b 

Задачі оптимального розміщення класу FindPath, тобто пошуку шляху, як неперервної функції, що переводить початкову точку в кінцеву при визначених, в тому числі і геометричних, обмеженнях. Представником цього класу задач дослідженим у науковій загальнодоступній літературі є задача трасування електронних плат. Ця задача розглядається для об’єктів, геометрія яких описується ізотетичними прямокутниками. В загальному випадку обчислювальна складність цього класу задач не менша ніж попереднього.

11.1. Задачі обходу перешкод маніпуляторамиXE "Оптимальне розміщення об'ектів (клас FindPath):Задачі обходу перешкод маніпуляторами" \b.

Ці прикладні задачі також належать класу FindPath. Для них вважається, що відомі: геометрія маніпулятора, його кінематична схема, обмеження на зміну узагальнених координат (ступенів свободи), геометрія оточуючого середовища (перешкоди), початковий стан (початкові значення узагальнених координат) і кінцеве положення у тривимірному просторі. Треба обчислити неперервний шлях (якщо він існує або відповісти “ні”) з початкового стану в один із кінцевих, що відповідають його можливому кінцевому положенню. При чому, для всіх положень маніпулятора, які відповідають цьому шляху, повинні виконуватись всі вищезгадані обмеження. Проблеми з алгоритмічним розв’язком цих задач не тільки виходять за рамки теорії першого порядку (треба шукати неперервну функцію), але для багатьох кінематичних схем маніпуляторів потребують її розв’язання при обмеженнях, що містять у собі тригонометричні функції.

Зрозуміло, що список наведених вище задач буде постійно розширюватись, та й на сьогоднішній день він навряд чи є вичерпним. Інші задачі, значний перелік яких наводиться в [13] недоцільно виділяти в окремі класи, бо їх розв’язки можуть бути знайдені тими ж методами, що і перелічені вище, та й використовувані моделі геометрії не потребують принципових змін. Звичайно, це не означає, що ці задачі не потрібно досліджувати взагалі. Навпаки, створенню ефективних алгоритмів, їх вирішення треба приділяти велику увагу.

3.3.
Неалгоритмічні, а також негеометричні задачі обчислювальної геометрії.

1) Розробка геометричних моделей.XE "Розробка геометричних моделей." \b
Моделюванню геометрії об’єктів у посібнику приділено достатньо уваги. Як уже було вказано, моделі визначають класи задач, які на них можуть бути вирішені, ефективність вирішення, використання структур даних інструментальних мов програмування, що використовуються при розробці систем CAD/CAM. Моделі також впливають на розробку та функціональність геометричного інтерфейсу.

1.1. Обґрунтований вибір геометричних примітивів.XE "Розробка геометричних моделей:Обґрунтований вибір геометричних примітивів." \b
Вибір компонент і її структура у свою чергу визначаються тими задачами, які треба вирішувати. Якщо треба задовольняти, скажімо, умовам гладкості поверхні, то треба використовувати криволінійні гладкі поверхні. Використання в цьому випадку многогранних поверхонь, як наближень гладких, є досить проблематичним, бо існування відомих алгоритмів коректного переходу (із наперед визначеною точністю) між цими двома представленнями у загальному випадку викликає великі сумніви. 

1.2. Вибір засобів композиції.XE "Розробка геометричних моделей:Вибір засобів композиції" \b
Засоби композиції визначають рівень автоматизації розв’язання задач формоутворення в системах CAD/CAM. В літературі описані системи, що здійснюють композицію кривих та поверхонь, заданих параметрично (Бєз’є, Кунса та інших) [3]. Для многокутників/ многогранників (твердотільна модель) віддають перевагу теоретико — множинним операціям [10]. Для композиції можуть використовуватись також R—функції [4].

1.3. Параметричні моделі та їх алгоритмічна підтримка..XE "Розробка геометричних моделей:Параметричні моделі" \b
Параметричні моделі (не в розумінні типу геометричних примітивів у вигляді параметрично заданих поверхонь), де в якості параметрів можуть виступати будь-які фрагменти попередньо визначеної константної моделі. Фактичними значеннями параметрів моделі можуть виступати фрагменти, що, скажімо, приймають чисельні значення, фрагменти геометрії чи топології об’єкта. Поняття параметричної моделі може сягати дуже далеко. Наприклад, в термінах параметричних моделей можливо описати розрахунки міцності конструкцій чи механізмів, які виробляють модель геометрії того об’єкта, що буде, наприклад, використовуватись для наступного отримання креслень. Це виявляється можливим завдяки розумінню параметричної моделі, як довільного алгоритму, що виробляє константну модель (визначеного типу). Головна проблема при такому підході полягає у створенні системи програмної підтримки (в першу чергу інтерактивної графічної системи для створення та застосування параметричних моделей).

2) Вибір моделі обчисленьXE "Моделі обчислень" \b для отримання адекватних оцінок складності.

Вибір моделі обчислень є вирішальним фактором при побудові оцінок обчислювальної складності, що адекватно її описують для певного класу задач. Традиційно в обчислювальній геометрії [2],[13] в якості моделі обчислень використовувалось алгебраїчне дерево розв’язків. Як бінарні операції розглядаються 
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, а також операції порівняння, як унарна – операція 
[image: image21.wmf]. Вважається, що всі операції мають однакову вагу — 1. Операції порівняння дозволяють розгалужувати процес обчислень. Уся сукупність разом із зв’язками утворює дерево.

Нажаль, природа геометричних задач така, що для адекватного опису складності виконання операцій над числами треба враховувати довжину аргументів. Крім того, в багатьох випадках результат їх виконання не може бути точно обчислений. Наприклад, це стосується 
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, які не можуть бути представлені у вигляді скінченого десяткового (двійкового) дробу. Оцінка накопичення похибок при наближених обчисленнях, боротьба з цим явищем та оцінка впливу на кінцевий результат є дуже, дуже складною проблемою. Тому при оцінюванні складності треба приділяти значно більше уваги виконанню операцій над дійсними числами. Тобто над їх підмножинами у загально математичному розумінні. Ще раз наголосимо, що геометричні задачі суттєво відрізняються від “гарних” задач дискретної математики.

3) Побудова оцінок обчислювальної складностіXE "Оцінки обчислювальної складності" \b алгоритмів і задач.

Побудова оцінок обчислювальної складності залежить, в тому числі, і від обраної моделі обчислень. Виділяють оцінки пам’яті та оцінки часу виконання алгоритмів. Найбільш популярними є оцінки, як функції від розміру задачі (розміру вхідних даних). Оцінки часу поділяються на верхні, середні та нижні. Нижні оцінки можна розглядати, як оцінки внутрішньої складності задачі. Отримання середніх оцінок, тим більше таких, які адекватно відображують поведінку алгоритмів “у середньому”, є складним питанням. Часто це пов’язане з вибором функцій розподілу вхідних даних, які повинні якимось чином відповідати класу задач, що розглядається. Модель недетермінованих обчислень описує поведінку алгоритму при найкращому його розпаралелюванні. У посібнику (“Нелінійна обчислювальна геометрія”), деякі алгоритми оцінюються прямим підрахунком кількостей операцій різних типів. Використовується обчислювальна модель нерозгалужених програм [10]. Практична реалізація цього підходу використовує систему комп’ютерної алгебри. І на ньому (цьому підході) базується автоматична оптимізація алгоритмів.

4) Оптимізація алгоритмівXE "Оптимізація алгоритмів" \b.

І ця проблема є дуже складною. Її складність відзначається математичною спільнотою. Оптимізація (навіть часткова) алгоритмів вирішення певного класу геометричних задач буде розглянута у посібнику “Нелінійна обчислювальна геометрія”. Принцип, на якому вона базується згадувався у попередньому пункті (пункт 3).

5) Оптимізація моделейXE "Оптимізація моделей" \b. Оптимізація клітинних комплексів.XE "Оптимізація клітинних комплексів" \b
Зрозуміло, що один і той же об’єкт може мати безліч моделей. На множині цих моделей можна встановити певний порядок “краще—гірше”. У відповідності до цього порядку можна ставити питання про оптимізацію моделей геометрії. Якщо модель містить клітинний комплекс, то доцільно створити алгоритм його мінімізації. Тобто вхідний КК повинен бути здрібненням вихідного, але при цьому можуть накладатись ще ряд вимог до КК. 

6) Генерація програм.XE "Генерація програм." \b
Коли вирішуються задачі автоматичної оптимізації алгоритмів, то доцільно також створити і систему генерації програмного коду в якійсь цільовій (ще краще з можливістю певного вибору) мові програмування. Тим більше, що в багатьох випадках це не дуже складно. Трансляція деяких класів геометричних алгоритмів у інструментальні мови програмування розглядаються  знов таки в посібнику “Нелінійна обчислювальна геометрія”.

4.
Традиційні задачі кусково(лінійної геометрії, методі їх розв’язання та структури даних

В цьому розділі в стислій формі наводиться інформація про об’єкти, що перелічені в його заголовку. До класифікації, яка відповідає цьому переліку, додається коментар автора цього посібника. Він розташований після таблиці зазначених задач. Основні дані бралися з [2], [13]. Найменування й нумерація збережені у відповідності до цих джерел.

 МЕТОДИ ВИРІШЕННЯ ЗАДАЧ [13]
А.
 Побудова послідовним доповнення елементами відома також, як ітеративний жадібний метод.

В.
 Замітання площини.

С.
 Геометричне місце точок.

D. 
“Розділяй і володарюй”.

Е. 
Геометричні перетворення.

F. 
Пошук із відсіканням.

G. 
Метод динамізації.

КЛАСИ ЗАДАЧ [13]

А. Опуклі оболонки.

В. Перетини.

С. Геометричні задачі пошуку.

D. Близькість і споріднені задачі

1.
Основні задачі пов’язані з близькістю.

2. Діаграма Вороного.

3. 
Інші задачі на близькість.

4.
 Задачі про розбиття многокутників.

E. 
Задачі геометричної оптимізації

F.
Перетворення задач і нижні оцінки складності алгоритмів

4.1.
Стислий опис задач, методів їх розв’язання й оцінок складності 

В цьому розділі для опису складності використовується загально прийнята нотація. Коментарі в таблиці також узяті з [13]. В деяких місцях таблиця має три колонки. Тоді оцінки складності наводяться в колонці коментарів або не наводиться в загалі, що пов’язяне з великим обсягом потрібних пояснень. В останньому випадку рекомендується звернутися до [2] бао інших джерел. Зірочкою у таблиці позначені невеличкі примітки автора цього посібника.
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Номер за [13]
Назва задачі або методу вирішення
Оцінки часової складності
Умова задачі. Коментарі

XE "Опуклі оболонки" \bA. Опуклі оболонки

3.1.1.
Опукла оболонкаXE "Опуклі оболонки:Побудова опуклих оболонок" \b
Задана множина S із n точок у d—вимірному просторі. Треба знайти опуклу оболонку цієї множини. Для асимптотично оптимального алгоритму складність —О(n log H). Де H—число вершин опуклої оболонки. Для d=3 — складність — О(n log F). Де H—число граней оболонки. 


Метод сканування ГрехемаXE "Опуклі оболонки:Метод сканування Грехема" \b
О(n log n)
Для обчислення опуклої оболонки n точок на площині.


Метод обходу ДжарвісаXE "Опуклі оболонки:Метод обходу Джарвіса" \b
O(nН)
Для обчислення опуклої оболонки n точок на площині. Де H—число вершин опуклої оболонки. Якщо H=o(log(n)), то алгоритм Джарвіса краще, ніж алгоритм Грэхэма

3.1.2.
Об’єднання двох опуклих многокутників, що не перетинаютьсяXE "Опуклі оболонки:Об’єднання двох опуклих многокутників, що не перетинаються" \b
Маємо Р і Q два опуклих многокутники, що не перетинаються з р і q вершинами відповідно. Треба знайти їх опуклу оболонку.

3.1.3.
Опорні прямі до опуклого многокутникаXE "Опуклі оболонки:Опорні прямі до опуклого многокутника" \b
Нехай P опуклий многокутник із n вершинами і u зовнішня по відношенню до Р точка. Треба знайти дві опорні прямі до Р,  що проходять через точку u.

3.1.4.
Опукла оболонка простого многокутника.XE "Опуклі оболонки:Опукла оболонка простого многокутника." \b
На площині заданий простий многокутник із n вершинами. Треба знайти його опуклу оболонку.

3.1.5.
Належність опуклому многокутникуXE "Опуклі оболонки:Належність опуклому многокутнику" \b
Нехай P опуклий многокутник із n вершинами. При умові, що допускається попередня обробка, визначити,  чи знаходиться деяка пробна точка u у середині Р.

3.1.6.
Послідовна побудова опуклої оболонкиXE "Опуклі оболонки:Послідовна побудова опуклої оболонки" \b
Нехай задана множина з n точок p1, p2, ..., рn,  які поступають послідовно по одній. Треба знайти опуклу оболонку множини {p1, p2, ..., рi} після  отримання точки pi.

3.1.7.
Підтримка опуклої оболонкиXE "Опуклі оболонки:Підтримка опуклої оболонки" \b
О((n) log2(n))
Задана послідовність точок p1, p2, ..., рn, частина з яких відповідає точкам, що виключаються, а частина — що добавляються. Необхідно підтримувати опуклу оболонку цієї множини.

3.1.8.
Глибина й опуклі шари множиниXE "Опуклі оболонки:Глибина й опуклі шари множини" \b.
О(n log n)
Нехай S множина з n точок на площині. Треба знайти послідовність {CH(Si) | t=l, 2, ..., d}, де So=S Si=Si-1 -V(CH(Si-1)), t=l, 2,...,d. V(CH(T)) означає множину вершин СН(T), a Sd = V(CH(Sd)). СН(T) — границя опуклої оболонки. Глибина множини точок дорівнює d, тобто числу опуклих шарів, отриманих у результаті вказаної процедури. 

B. ПеретиниXE "Перетини" \b

3.2.1.
Перетин опуклих многокутниківXE "Перетини:Перетин опуклих многокутників" \b
O(m+n)
Задані два опуклих многокутники Р і Q, які мають m і n вершин відповідно. Треба побудувати їх перетин. Ця задача може бути вирішена оптимальним чином за час O(m+n). 

3.2.2.
Перетин зірчастих многокутниківXE "Перетини:Перетин зірчастих многокутників" \b

Задані два зірчастих многокутники з m і n вершинами відповідно. Треба знайти їх перетин. 

3.2.3.
Виявлення перетину відрізківXE "Перетини:Виявлення перетину відрізків" \b
О(n log n)
На площині задані n відрізків. Визначити, чи є між ними хоч одна пара, що перетинається. Ця задача може бути вирішена за час О(n log n) методом замітання площини. 

3.2.4.
Виявлення перетину многокутниківXE "Перетини:Виявлення перетину многокутників" \b
О(NlogN)
Задані два простих многокутники Р і Q,  що мають m і n вершин відповідно. Визначити, чи перетинаються вони? Ця задача може бути вирішена за час О(NlogN), де N=n+m у випадку, коли ребра многокутників перетинаються, коли один многокутник лежить в іншому потрібен час О(N). Для опуклих Р і Q оцінка — О(logN). 

3.2.5.
Перелічення перетинів многокутниківXE "Перетини:Перелічення перетинів многокутників" \b
О(n log2n/

(log(log (n+k))))
Задані n відрізків прямих. Знайти всі пари відрізків, що перетинаються. Наведена часова оцінка досягається при ємкісній складності O(n+k). k — число пар, що перетинаються.

3.2.6.
Підрахунок числа перетинівXE "Перетини:Підрахунок числа перетинів" \b
O(n1.695)
Задані n відрізків. Знайти число пар відрізків, що перетинаються. Наведена часова оцінка — при ємкісній складності O(n).

3.2.7.
Побудова перетину n півплощинXE "Перетини:Побудова перетину n півплощин"
О(n log n)
На площині задані n півплощин. Побудувати перетин, усіх заданих півплощин. Наведена часова оцінка є оптимальною.

3.2.8.
Ядро многокутникаXE "Перетини:Ядро многокутника" \b
((n)
Заданий простий многокутник із n вершинами. Знайти його ядро.

3.2.9.
Побудова перетину опуклих многогранниківXE "Перетини:Побудова перетину опуклих многогранників" \b
О(NlogN)
Задані два опуклих многогранники Р і Q, які мають m і n вершин відповідно. Знайти їх перетин. Існує алгоритм із часовою складністю О(N log(N)), N=m+n.

3.2.10.
Виявлення перетину опуклих многогранниківXE "Перетини:Виявлення перетину опуклих многогранників" \b
O(n)
Нехай Р і Q два опуклих многогранники, що мають m і n вершин відповідно. Виявити, чи перетинаються вони. Якщо виконати попередню обробку, то рішення може бути отримати за час, обмежений поліномом від логарифма розміру задачі.

3.2.11.
Побудова перетину півпросторівXE "Перетини:Побудова перетину півпросторів" \b
О(n log n)
У тривимірному просторі задані n лінійних півпросторів. Знайти їх перетин.

3.2.12.
Перелічення перетинів прямокутниківXE "Перетини:Перелічення перетинів прямокутників" \b
О(n log (n

+k))
Задані n ізотетичних прямокутників, тобто прямокутників, сторони яких паралельні осям координат. Знайти всі k пар прямокутників, що перетинаються.

3.2.13.
Перелічення перетинів d—вимірних паралелепіпедівXE "Перетини:Перелічення перетинів d—вимірних паралелепіпедів" \b
О(n 

logd-2 n)
Задані n ізотетичных d—вимірних паралелепіпедів у d—вимірному просторі, d > 2. Знайти всі k пар d—вимірних паралелепіпедів, що перетинаються. При ємкісній складності O(n), наведені оцінки є оптимальними. 

3.2.14.
Підрахунок числа перетинів d—вимірних паралелепіпедівXE "Перетини:Підрахунок числа перетинів d—вимірних паралелепіпедів" \b
О(n 

logd-1n)
Задані n ізотетичних d—вимірних паралелепіпедів у d—вимірному просторі, 1(d. Знайти число пар, що перетинаються. Часова оцінка — наведена для  об’єму пам’яті О(n logd-2(n)).

3.2.15.
Перелічення включень прямокутниківXE "Перетини:Перелічення включень прямокутників" \b
О(n log2(n

+k))
Задані n ізотетичних прямокутників. Знайти всі k пар прямокутників, таких, що один містить у собі інший. Наведена часова оцінка — для  об’єму пам’яті О(n log2n). Покращена оцінка пам’яті O(n).

3.2.16.
Виявлення включення многокутникаXE "Перетини:Виявлення включення многокутника" \b
O(m3n3(m+n)log(m+n))
Задані два многокутники Р і Q, які мають m і n вершин відповідно. При умові, що дозволяється перенос і обертання многокутників, виявити чи, включає многокутник Q многокутник Р. Якщо Q — опуклий, то оцінка часу — O(mn2).

3.2.17.
Видимість многокутника з точкиXE "Перетини:Видимість многокутника з точки" \b
На площині задана множина многокутників, які не перетинаються та точка q. Знайти ділянки границі многокутників, що видимі з точки q. Для єдиного простого многокутника оцінка часу O(n). Для m опуклих n кутників—O(m log(n)+F), де F— розмір вхідних даних.

3.2.18
Видимість многокутника з ребраXE "Перетини:Видимість многокутника з ребра" \b
О(n log n)
Задані простий многокутник Р із n вершинами, і деяке ребро многокутника Р. Знайти частину границі многокутника Р, яка видима з ребра е. (Точка q,  що належить Р, вважається видимою з ребра е, якщо існує точка r, що лежить на ребрі е, така, що відрізок qr  не не перетинає межу многокутника Р).

С. Геометричні задачі пошукуXE "Геометричний пошук" \b

Розглядаються чотири міри вартості, що залежать від розміру бази даних n і розміру відповіді на запит F.

1) Час відповіді Q(n, F) —час, необхідний для відповіді на запит.

2) Об’єм пам’яті S(n) — об’єм пам’яті, необхідний для представлення структурованої бази даних.

3) Час попередньої обробки Р(n) — час, що необхідний для організації бази даних у формі, яка найбільш прийнятна для пошуку.

4) Час перебудови — час, що необхідний  для вставки I(n) і видалення D(n) елементів. Ці міри є змістовними тільки для динамічних баз даних. Якщо I(n)=Q(D(n)), то вважається, що час перебудови є U(n)=O(I(n))=O(D(n)).

3.3.1.
Інтервальний пошук із підрахункомXE "Геометричний пошук:Інтервальний пошук із підрахунком" \b
На площині задані n точок. Знайти число точок, що розташовані в заданому прямокутнику (у запиті), який визначається як декартовий добуток інтервалів (a1,a2)((b1,b2). Це означає, що необхідно знайти число v точок р=(х,у), таких, що a2(x(a1, b2(y(b1. (Зауважимо, що розмір відповіді на запит F визначається єдиним цілим числом). Для d=2 складність — Q(n)=O(log n), S(n)=P(n)=O(n2). Для d>2 — Qd(n)=O(log n), Sd(n)=Pd(n)=O(nd).

3.3.2.
Перелічення точок при інтервальному пошукуXE "Геометричний пошук:Перелічення точок при інтервальному пошуку" \b
На площині задані n точок. Підрахувати всі точки, які попадають у заданий (у запиті) прямокутник. (Запит робиться в такій саме формі, що і в задачі 3.3.1.). Для d=2 складність — Q(n,F)=O(log2n+F), S(n)=P(n)=O(n log n). Для d>2 — Qd(n,F)=O(logdn+F), Sd(n)=Pd(n)=O(n logd n).

3.3.3.
Перелічення точок у многокутникуXE "Геометричний пошук:Перелічення точок у многокутнику" \b
На площині задані n точок. Знайти всі точки, що знаходяться в заданому запиті (многокутнику з k сторонами). Допускається попередня обробка. Q(n,F)=O(kn0.77+F), P(n)=O(n2), S(n)=O(n).

3.3.4.
Перелічення точок у крузі фіксованого радіусаXE "Геометричний пошук:Перелічення точок у крузі фіксованого радіуса" \b
Q(n,F)= O(log(n)+F), S(n)=O(n)
На площині задані n точок. Знайти всі точки, що попадають у круг, радіус якого фіксований, а положення центру може бути довільним. Допускається попередня обробка P(n)=O(n2).

3.3.5.
Перелічення точок у крузі змінного радіусаXE "Геометричний пошук:Перелічення точок у крузі змінного радіуса" \b
Q(n,F)=O(log(n)+F), S(n)= O(n (log(n) log(n))2 )
На площині задані n точок. Знайти всі точки, що попадають у круг довільного радіуса та з довільним положенням центру. Припускається попередня обробка P(n)=O(n4).

3.3.6.
Інтервальний пошук із переліченням у множині відрізківXE "Геометричний пошук:Інтервальний пошук із переліченням у множині відрізків" \b
Q(n,F)=O(log2n+F),S(n)= O(n log n ), U(n)=O(log2n)
На площині задана множина з n відрізків. Знайти всі відрізки, що мають не пустий перетин с заданим прямокутником. В машинній графіці ця задача відома під назвою обрізання по вікну. 

3.3.7.
Пошук перетину ортогональних об’єктівXE "Геометричний пошук:Пошук перетину ортогональних об’єктів" \b
Задача пошуку ортогональних відрізків, в якій треба знайти всі відрізки із заданої множини, що містять n вертикальних та горизонтальних відрізків, які перетинають вказаний ортогональний відрізок. Q(n,F)=O(logn+F), S(n)=O(n), P(n)=O(n log n ). Задача пошуку перетину ізотетичних d — вимірних паралелепіпедів Qd(n,F)=O(logd-1n+F), Pd(n)=O(n logd n ), Sd(n)=O(n logd-1 n/loglog n). 

3.3.8.
Пошук множини об’єктів і підрахунок їх числаXE "Геометричний пошук:Пошук множини об’єктів і підрахунок їх числа." \b
У просторі задана множина, з n об’єктів, і об’єкт, що запитується — об’єкт, який входить у запит. Необхідно перелічити множину об’єктів, які перетинають об’єкт, що запитується (пошук множини), або  просто знайти потужність цієї множини (підрахунок числа об’єктів). (Обчислювальна складність цієї задачі залежить від того, які об’єкти розглядаються, але в цілому — нагадує складність попередніх.)*.

3.3.9.
Пошук перетину многокутниківXE "Геометричний пошук:Пошук перетину многокутників" \b
Задана множина простих многокутників. Кожен із них має обмежену кількість ребер. Знайти многокутники, що мають не пустий перетин із многокутником, який запитується. Це найбільш загальна задача перетину, для якої більшість із наведених вище задач на площині є частинними випадками. 

Ця задача може бути зведена до трьох підзадач пошуку перетинів ортогональних об’єктів (3.3.7.). 

(i) знайти множину многокутників, що охоплюють вказану точку; 

(ii) — знайти множину відрізків, що перетинають вказаний; 

(iii) — знайти всі точки, які попадають у вказаний многокутник. (Загальна складність задачі не наводиться)*.

3.3.10.
Положення точкиXE "Геометричний пошук:Положення точки" \b
Нехай задане розбиття площини, яке містить n ребер. Знайти область розбиття, яка містить вказану точку. (Розбиття площини можна розглядати як сукупність многокутників, і здійснюється пошук многокутника, що має непустий перетин з указаною точкою точкою.). Цю задачу доцільно розглядати як одну з фундаментальних задач пошуку в обчислювальній геометрії. Для двовимірного випадку час відповіді на запит O(logn), P(n)= S(n)=O(n logn ). 

D. БлизькістьXE "Близькість" \b та пов’язані з нею задачі 

1. Оосновні задачі, що пов’язані з близкістю

3.4.1.
Найближча параXE "Близькість.:Найближча пара" \b
На площині задані n точок. Знайти дві найбільш близькі одна до одної точки. Для вирішення цієї задачі в k— вимірному випадку (k(1) час O(n log n) є достатнім, а вказана оцінка — оптимальною.

3.4.2.
Усі найближчі сусідиXE "Близькість:Усі найближчі сусіди" \b
На площині задані n точок. Треба для кожної точки знайти найближчого сусіда (відмінного від заданої точки).

3.4.3.
Евклідове мінімальне остовне дерево — ЕМОДXE "Близькість:Евклідове мінімальне остовне дерево — ЕМОД" \b
((n log n)
На площині задані n точок. Треба знайти дерево, яке з'єднає всі ці точки і матиме найменшу суму довжин ребер.

Ця задача має застосування до створення мереж ЕОМ, коли ми хочемо поєднати між собою ЕОМ, отримавши при цьому мережу найменшої вартості. Але при такому формулюванні задачі не дозволяється вводить додаткові точки. Якщо допустить введення додаткових точок, які називаються точками Штейнера, то дана задача перетворюється в задачу побудови дерева Штейнера найменшої довжини, яка, є NP—трудною.

3.4.4.
ТріангуляціяXE "Близькість:Тріангуляція" \b.
На площині задані n точок. Треба побудувати планарний граф із вершинами в заданих точках, такий, що кожна грань всередині опуклої оболонки є трикутником.

Ця задача виникає при інтерполяції функцій від двох змінних. В тому випадку, коли значення функцій відомі в деяких точках нерегулярно розташованих на площині, а також при застосуванні метода скінчених елементів. Тріангуляція цих n точок може бути використана для оцінки значення функцій у новій точці шляхом інтерполяції по значенням цих функцій у точках, які є вершинами трикутника, що містить нову точку. (Оцінки обчислювальної складності не наводяться)*.

3.4.5.
Пошук найближчого сусідаXE "Близькість:Пошук найближчого сусіда." \b
На площині задані n точок. Треба знайти найближчого сусіда для деякої точки, що запитується.

Ця задача, відома як “задача про поштове відділення”, виникає при класифікації образів, коли використовується правило класифікації по найближчому сусіду, тобто новий образ співвідноситься з класом, якому належить його найближчий сусід, а також при виборці інформації з бази даних, коли в якості відповіді на запит видається запис, що найкращим чином зіставляється із запитом. (Оцінки обчислювальної складності не наводяться)*.

3.4.6.
Пошук k найближчих сусідівXE "Близькість:Пошук k найближчих сусідів" \b
Ця задача, аналогічна задачі 3.4.5, за тим виключенням, що здійснюється пошук k найближчих сусідів точки. (Оцінки обчислювальної складності не наводяться)*.

2. Діаграма ВороногоXE "Діаграма Вороного" \b

Діаграма Вороного множини S, що складається з n точок 
[image: image53.wmf]}
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 площини, позначається Vor(S) і разбиває площину на n класів “еквівалентності”, причому кожній із них відповідає певній заданій точці. Клас еквівалентності, що відповідає точці pi,— це многокутник Вороного V(pi), який визначається як
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Іншими словами, V(pi)—це геометричне місце точок, таких, що вони розташовані ближче до точки pi, ніж до всіх інших точок множини S, і цей многокутник може бути також визначений як перетин півплощин 
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— півплощина, що задана прямою, перпендикулярною відрізку 
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, яка ділить його пополам і містить точку pi. Таким чином, діаграма Вороного множини з n точок є сукупністю n опуклих многокутників Вороного, кожний з яких відповідає точці множин. Діаграма Вороного відома також під назвою многокутників Тісена.

Побудова діаграми ВороногоXE "Діаграма Вороного:Побудова діаграми Вороного" \b
О(n logn)

XE "Діаграма Вороного:Розширення діаграми Вороного" \bРозширення діаграми Вороного

1. Діаграма Вороного у просторі із такзваною метрикою 
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) у формулюванні Мінковського. Оцінка часу роботи алгоритму є О(n logn), якщо вважати, що час обчилення 
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2. Друге розширення діаграми Вороного полягає в тому, що замість множини точок розглядається множина об’єктів. Для множини прямолінійних відрізків або кіл складність ( О(n log2 n).

3. Третє розширення. Розглядається діаграма Вороного порядку k множини точок, в якій кожний многокутник діаграми зв’язаний з k точками, k ( 1, тією властивістю, що для кожної точки всередині цього многокутника її k найближчих сусідів у точності співпадають із відповідними k точками. З використанням діаграми порядку k задача пошуку k найближчих сусідів може бути вирішена за час O(log n+k). В цьому виразі перший додаток враховує затрати на визначення положення точки, а другий — на їх перерахування у відповіді. На другому кінці спектру (починаючи з діаграми Вороного найближчих сусідів) знаходиться діаграма Вороного найдальшого сусіда, яка в дійсності є діаграмою Вороного порядку (n-1). Діаграма Вороного найдальшого сусіда може бути побудована за час O(n logn) і використана для вирішення задачі про діаметр і задачі про 1—центр за час O(n).

4. Четверте розширення полягає в тому, щоб пов’язати з кожною точкою деяке додатне число —вагу цієї точки, що приводить до “зваженої” діаграми Вороного. Зважена діаграми Вороного складається з n “областей”, кожна з яких являє собою геометричне місце точок, що мають мінімальну зважену відстань до деякої вказаної точки. Ці “області”, що зв’язані з кожною точкою, можуть бути незв’язними (у топологічному розумінні) і діаграма в дійсності може містити ((n2) ребер і вершин. Час роботи алгоритму побудови такої зваженої діаграми оцінюється O(n2).

5. Останнє розширення полягає в узагальнені діаграми або тріангуляції на простори більш високої розмірності. (Оцінки обчислювальної складності не наводяться)*. 

3. Інші задачі про близькість 

3.4.7.
Найближча пара вершин опуклого многокутникаXE "Близькість:Найближча пара вершин опуклого многокутника" \b
На площині заданий опуклий многокутник. Знайти дві найближчі між собою вершини многокутника. (Оцінки обчислювальної складності не наводяться)*.

3.4.8.
Усі найближчі сусіди для опуклого многокутникаXE "Близькість:Усі найближчі сусіди для опуклого многокутника" \b
На площині заданий опуклий многокутник. Знайти найближчого сусіда для кожної вершини многокутника. 

3.4.9.
 Найвіддаленіша пара або задача про діаметр.XE "Близькість:Найвіддаленіша пара або задача про діаметр" \b
На площині задані n точок. Знайти дві з них, які є найвіддаленішими. Ця задача може бути вирішена за час O(n) в одновимірному випадку і O(n log n) у ( двовимірному. 

Обидва результати (3.4.8.,3.4.9.) є оптимальними. Для задачі про пару найвіддаленіших точок у просторах високої розмірності, d(3 часова оцінка дорівнює 
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. Для d=3 ця оцінка може бути поліпшена до O((n log n)1.8).

3.4.10.
Задача про діаметр для простого многокутникаXE "Близькість:Задача про діаметр для простого многокутника" \b
O(n)
Заданий простий многокутник із n вершинами. Знайти дві найвіддаленіші з них. Алгоритм знаходження діаметра опуклого многогранника має оцінку часу O((n log n)1.8). Задача знаходження пари найвіддаленіших вершин простого многокутника є більш простою (не складнішою), ніж задача знаходження пари найближчих вершин простого многокутника.

Наступні задачі дещо відрізняються від тих, які розглянуті вище в тому плані, що в них мова йде про відстань між двома множинами точок. Відстань між двома множинами точок A і B, звичайно, визначається як мінімум відстані між точкою множини A і точкою множини B, а саме:

D(A, В) == min min d (a, b),
а      b
де а(A і b(B, а d— евклідова відстань. При такому визначенні d(A,B)=d(B,A). Друга міра, що представляє  інтерес, — це відстань Хаусдорфа, яка не є симетричною. Відстань Хаусдорфа між множинами A і B визначається як

           max min d(a, b)
а      b
і відстань Хаусдорфа між множинами A і B дорівнює max(d(A, B), d(B, A)).

3.4.11.
Задача про діаметр для простого многокутникаXE "Близькість:Задача про діаметр для простого многокутника" \b
O(N log N), N=n+m.
Задані дві множини A і B (мають відповідно m і n точок, якщо A і B — скінчені множини). Знайти дві точки, по одній з кожної множини, такі, що вони є найближчими одна до другої.

3.4.12.
Найближчі сусіди в околі фіксованого радіусаXE "Близькість:Найближчі сусіди в околі фіксованого радіуса" \b
3kF
На площині задані n точок і константа d>0. Для кожної точки знайти сусідів, що віддалені від неї на відстань не більше d. k( розмірність простору, F( повна кількість пар сусідів, тобто розмір вихідних даних задачі..

3.4.13.
Задача про найкоротший шлях з обмеженнямиXE "Близькість:Задача про найкоротший шлях з обмеженнями." \b
На площині задані n геометричних об’єктів (називаються “перешкодами”) і дві точки s і t. Знайти найкоротший шлях між s і t, що не перетинає внутрішність жодної з перешкод.

Якщо перешкодами є ребра, що обмежують простий многокутник, який містить як s, так і t або s та t — це довільні точки площини, а обмеження являють сукупність паралельних відрізків, то оцінка складності O(n log n). Для випадку, коли обмеження це n кругів, існує алгоритм вирішення цієї задачі зі складністю O(n2logn).

4. Задачі про розбиття многокутниківXE "Розбиття многокутників" \b

Задачі про розбиття многокутників мають застосування в розпізнаванні образів. (Ці задачі також мають застосування в методі скінчених елементів. Відзначимо також, що вирішення задачі покриття многогранниками може бути використане, як попередня обробка даних, в задачі обминання перешкод маніпуляторами)*.

Більш загально, є два типи декомпозиції: розбиття, при якому не допускається перекриття компонент (складових частин), та покриття, при якому воно допускається. Іноді можливо вводити додаткові вершини, що називаються точками Штейнера, для отримання декомпозиції з мінімальною кількістю частин.

(Відсудність чіткого визначення понять розбиття, покриття і компонент декомпозиції в цитованих джерелах призводить до страшенної плутанини. Візьмемо наприклад, наступні задачі 3.4.14.,3.4.15.,… . Неможливо виконати скінченну декомпозіцію внутрішньої області многокутника на трикутники, бо вони за визначенням,  що при  цьому  використовується, є  

лініями. Більше того, з декомпозиції одних “многокутників” іншими можливе лише покриття і то цими іншими повинні бути двовимірні замкнені многовиди. Розбиття на відкриті чи замкнені двовимірні многовиди неможливе.  Навіть  діаграму   Вороного   треба 

розглядати, або, як покриття двовимірними замкненими двовимірними областями, або, як розбиття але тоді до складу його компонент повинні входити і множини з меншою розмірністю. Або елементи розбиття повинні бути не відкриті і не намкненні, а алгоритмічна побудова подібних об’єектів є не тривіальною справою )*.

3.4.14.
Тріангуляція простого многокутникаXE "Розбиття многокутників:Тріангуляція простого многокутника." \b
O(n log s)
Заданий простий многокутник Р з n ребрами. Виконати декомпозицію внутрішньої області многокутника на трикутники. s ( звивистість многокутника P (число змін знаків взаємної орієнтації ребер)*.

3.4.15.
Тріангуляція зірчастого многокутникаXE "Розбиття многокутників:Тріангуляція зірчастого многокутника." \b
O(n)
Заданий зіркатий многокутник із n ребрами. Виконати декомпозицію внутрішньої області многокутника на трикутники.

3.4.16.
Розбиття ізотетичного многокутника на чотирикутникиXE "Розбиття многокутників:Розбиття ізотетичного многокутника на чотирикутники." \b
O(n log n)
Заданий ізотетичний многокутник із n ребрами. Виконати декомпозицію внутрішньої області многокутника на опуклі чотирикутники. Якщо ізотетичний многокутник є монотонним або зірчастим, то його можливо розбити на чотирикутники за лінійний час.

3.4.17.
Декомпозиція простого многокутника на зірчаті многокутникиXE "Розбиття многокутників:Декомпозиція простого многокутника на зірчаті многокутники" \b
O(n log n)
Заданий простий многокутник Р з n ребрами. Виконати декомпозицію внутрішньої області многокутника на зірчаті многокутники. Якщо здійснюється пошук мінімального розбиття, то використання методу динамічного програмування дає алгоритм із складністю О(n5N2 logn), де N — число рефлексних вершин, тобто вершин, внутрішній кут яких більше 180°.

3.4.18.
Декомпозиція простого многокутника на опуклі частиниXE "Розбиття многокутників:Декомпозиція простого многокутника на опуклі частини" \b
Заданий простий многокутник Р з n ребрами. Знайти декомпозицію його внутрішньої області на опуклі многокутники.

Існує алгоритм із складністю O(n + N2 log(n/N)), де N — число рефлексних вершин. Алгоритм, отриманий у припущенні, що допускається введення точок Штейнера. Для знаходження мінімального розбиття многокутника Р на опуклі частини існує алгоритм із складністю O(n+N3). Для тривимірного випадку існує алгоритм із складністю O(nN3), що створює O(N2) опуклих частин і він є оптимальним для аналізу найгіршого випадку. Для розбиття Р на мінімальне число трапецоїдів із двома горизонтальними сторонами отриманий зі складністю O(n2). При умові, що дозволяються точки Штейнера, існує алгоритм із складністю O(n log n) для розбиття Р на опуклі частини (при цьому розбиття не обов’язково є мінімальним). Але якщо шукати мінімальне розбиття, то для цього є два алгоритми, складність яких дорівнює O(n2N2) і O(N2 n log n).

3.4.19.
Декомпозиція ізотетичного многокутника на прямокутникиXE "Розбиття многокутників:Декомпозиція ізотетичного многокутника на прямокутники" \b
Заданий ізотетичний многокутник P із n сторонами. Виконати декомпозицію внутрішньої області многокутника на прямокутники. Для задачі мінімального розбиття з використанням точок Штейнера розроблений алгоритм із складністю O(n3/2 logn). Потрібний об’єм пам’яті складає O(n log n).

3.4.20.
Декомпозиція многокутників із діркамиXE "Розбиття многокутників:Декомпозиція многокутників із дірками" \b
Заданий простий многокутник, що має в середині дірки. Виконати декомпозицію його внутрішньої області на більш прості частини. (Дірка сама є простим многокутником, що немає дірок).

Якщо припустити використання точок Штейнера, то задачі розбиття простого многокутника з дірками на мінімальне число трикутників, або опуклих частин, або на мінімальне число трапецоїдів із двома горизонтальними сторонами є NP — трудними.  Для розбиття  простого многокутника з n вершинами і h дірками на мінімальне число трапецоїдів із двома 

горизонтальними сторонами був отриманий алгоритм із складністю O(n2+h). При використанні точок Штейнера задача побудови мінімального покриття простого многокутника опуклими областями, зірчастими або спіральними є NP—трудною. Зауважимо, що ні задача про мінімальне покриття ні задача про мінімальне розбиття не належить класу NP.  Але,  обидві  задачі  є  алгоритмічно розв’язними. Без використання точок Штейнера і задача про мінімальне покриття, і задача про мінімальне розбиття 

 простого многокутника з дірками на опуклі, зірчасті або  спіральні компоненти є NP — трудними. 

3.4.21.
Декомпозиція ізотетичних многокутників із дірками на прямокутникиXE "Розбиття многокутників:Декомпозиція ізотетичних многокутників із дірками на прямокутники" \b
Заданий ізотетичний многокутник з ізотетичними дірками. Виконати декомпозицію його внутрішньої області на прямокутники. Варіант цієї задачі, про мінімальне покриття, є NP—трудною задачею. Але задача пошуку мінімального розбиття може бути вирішена за О(n3/2log n) Якщо дірки можуть вироджуватись в точки, то задача про мінімальне розбиття стає NP—трудною.

3.4.22.
Декомпозиція Делоне простих многокутниківXE "Розбиття многокутників:Декомпозиція Делоне простих многокутників" \b
O(n2)
Заданий простий многокутник Р з n вершинами. Знайти декомпозицію цього многокутника, що базується на Тріангуляції Делоне, а саме має ту властивість, що коло описане навкіл кожного трикутника не містить жодної з вершин многокутника P, яка видима хоча б з однієї вершини цього трикутника. Ця задача є узагальненням задачі про побудову тріангуляції Делоне для n точок.

Е. Задачі геометричної оптимізаціїXE "Геометрична оптимізація" \b

3.5.1.
Лінійне програмуванняXE "Геометрична оптимізація:Лінійне програмування" \b
Це одна з найбільш відомих задач дослідження операцій, що має свою довгу історію. (Відомо про поліноміальну часову складність цієї задачі, а також, що симплекс метод має експоненціальну оцінку, але на практиці поводить себе дуже добре)*. Двовимірний варіант легко розв’язується за O(n log n).

3.5.2.
Двовимірна лінійна віддільністьXE "Геометрична оптимізація:Двовимірна лінійна віддільність" \b
O(n)
На площині задані дві множини P і Q, що містять m і n точок відповідно. З’ясувати чи існує пряма, що відділяє ці множини одну від одної. Ця задача має застосування в математичній статистиці та розпізнаванні образів. В загальному випадку для довільного фіксованого числа вимірів задача побудови гіперплощини, що розділяє множини може бути розв’язана за лінійний час.

3.5.3.
Найменше охоплююче колоXE "Геометрична оптимізація:Найменше охоплююче коло" \b
O(n)
На площині задані n точок. Знайти найменше коло, яке охоплює всі ці точки.

3.5.4.
Найменший охоплюючий прямокутникXE "Геометрична оптимізація:Найменший охоплюючий прямокутник" \b
O(nlogn)
На площині задані n точок. Знайти найменший по площі прямокутник, що охоплює точки цієї множини.

3.5.5.
Найменший охоплюючий трикутникXE "Геометрична оптимізація:Найменший охоплюючий трикутник" \b
O(nlog2n)
На площині задана множина S із n точок. Знайти найменший по площі трикутник, що охоплює точки множини. Оптимальний алгоритм знаходження найменшого охоплюючого трикутника для опуклих многокутників із n вершинами, має складність ((n).

3.5.6.
Найбільше пусте колоXE "Геометрична оптимізація:Найбільше пусте коло" \b
((n log n)
На площині задана множина S із n точок Знайти найбільше коло, центр якого знаходиться всередині опуклої оболонки множини n і яка не містить всередині жодної точки множини S.

Ця задача має застосування при розташуванні об’єктів, коли треба розмістити, наприклад, сміттєзбиральник у житловому масиві таким чином, щоб мінімальна відстань від  нього до житлових будинків була б максимальною.

Задача про найбільший пустий (ізотетичний) квадрат також може бути вирішена за час ((n log n) за допомогою діаграми Вороного з метрикою L(.

3.5.7.
Найбільший пустий прямокутникXE "Геометрична оптимізація:Найбільший пустий прямокутник" \b
O(n log3 n)
Задана множина S із n точок, розташованих у прямокутнику. Знайти найбільший за площею прямокутник схожий із заданим і такий, що не містить жодної точки із множини S. (Під схожим розуміється прямокутник, який має туж саму орієнтацію, що й заданий)*.

3.5.8.
Покриття кругамиXE "Геометрична оптимізація:Покриття кругами" \b
На площині задані n точок і р кругів з однаковим радіусом r. Визначити чи існує таке розташування цих кругів, що вони покривають всі точки. Задача визначення мінімального числа кругів однакового радіуса r, котрими можливо покрить n заданих точок, є NP—трудною. Евклідова задача про р— медіану, в якій множина центрів являє собою підмножину множини S, є NP—трудною. Задача про р— центр в одновимірному випадку може бути вирішена за час O(n log n), а задача про р— медіану — за час O(n2p).

Далі нас не будуть цікавити наведені у вищезгаданих джерелах нижні оцінки складності, бо всі вони стосуються такої моделі обчислень, як “ алгебраїчне дерево обчислень”. Цю модель ми не вважаємо за адекватну при аналізі складності більшості змістовних геометричних задач обчислювальної геометрії, а також при побудові оцінок складності задач, в яких чисельні параметри є довільними дійсними числами.

4.2.
Загальні зауваження про стан обчислювальної геометрії

Зауваження стосуються:

1) Моделей геометрії.

Відносно моделювання геометрії об’єктів, що використовується в обчислювальній геометрії, треба відмітити загальне, дуже невиразне ставлення до цієї проблеми. Саме моделі, багато в чому, визначають класи задач, що можуть бути розв’язані й впливають на ефективність відповідніх алгоритмів.

Другий момент, це нерозуміння того факту, що “універсальна геометрична” модель обов’язково повинна містити твердотільну компоненту, тобто описувати об’єкт як множину точок. Іншими словами, дослідники не повною мірою розуміють фундаментальність задачі про належність точки множині для алгоритмічного розв’язку всіх інших геометричних задач обчислювальної геометрії. В описі всіх “геометричних” алгоритмів наведених у [2] підсвідомо вважається, що цю задачу можна завжди вирішити. Я навпаки, бажаю видтінити саме ті випадки, коли це можливо алгоритмічно зробити. Відсутність явного вирішення цієї задачі для моделей типу граничного представлення, наприклад, описаних у [3] не дозволяє вирішувати більшість геометричних задач, окрім незначних виключень (у даному випадку — це задачі формоутворення, та лінійних перетворень декартових координат).

По — третє, — чисто методологічний аспект. Велика кількість моделей геометричних об’єктів приводить до невиправданого подрібнення класів задач, що не виправдовується тими ілюзорними результатами з оптимізації обчислень, які при цьому начебто досягаються. В першу чергу, вони досягаються за рахунок надійності програм, що реалізують ті процедури, які вважаються за “геометричні” алгоритми. Перелічимо лише деякі геометричні об’єкти, які використовуються в [2] або згадуються в [13] (і цей список можна продовжувати): точки в евклідовому просторі, прямі, відрізки (прямих), ланцюги, ламані, многокутники, ізотетичні многокутники, опуклі многокутники, зірчасті многокутники, многокутники з дірками, плоскі графи, планарні підрозбиття, тріангуляції, трапеції, опуклі оболонки, поліедри, реберні списки з подвійними зв’язками, трикутники, прямокутники, ізотетичні прямокутники, кола, круги, різного роду дерева. Мені можуть заперечити, що це різноманіття відображує безмежжя геометричних задач.

На це зауважимо. Маючи такий довгий список, чомусь забувають про такі корисні, добре досліджені та відомі геометричні й топологічні поняття, як многовиди, топологічні границі, замикання, топологічна розмірність (не тільки евклідового простору, але й многовиду), обмеженість, замкненість, відкритість і таке інше. Їх використання в обчислювальній геометрії, та ще при побудові алгоритмів просто лякає більшість дослідників. Але від дійсності не втечеш, тому якщо ми намагаємось обґрунтувати якісь наближені обчислення треба, принаймні, будувати якісь простіші аналоги цих понять. По — друге, розглянемо, наприклад, доцільність окремого погляду на таку велику кількість різноманітних многокутників (як це було наведено раніше). Скоріше необхідно розглядати поняття простого многокутника, яке треба, до речі, формально визначити для потреб обчислювальної геометрії. Усі інші многокутники, це прості, які мають певні властивості (опуклість, зірчастість, бути трикутником, бути прямокутником і т.і.). В тому переліку, є єдине виключення — це многокутник із дірками. З нашої, традиційно — математичної, точки зору цей геометричний об’єкт не є многокутником і має не однозв’язну топологічну границю. Якщо необхідно розглядати подібні об’єкти, то необхідно внести відповідні корективи до визначень самого поняття многокутника. І це можна зробити.

2) Методів вирішення задач.

Наведені в [2], [13] методи вирішення геометричних задач, в основному, були перетягнені з дискретної математики, де вони застосовувались до “хороших” об’єктів. Нажаль, сама  природа геометричних об’єктів принципово відрізняється від властивостей тих, із якими доводилось працювати в дискретній математиці. Це і континуальність об’єктів, як множин і різниця що зумовлена властивостями дійсних чисел, які лежать у підмурку більшості геометричних задач обчислювальної геометрії.

Другим суттєвим недоліком методів розв’язання задач є їх початкова сильна обмеженість або класом моделей (многокутники/ многогранники, дискретні множини “хороших ” точок), для яких вони застосовуються, або класом геометричних задач, які розглядаються (задачі формоутворення [3], належності точки множині [4]).

3) Класів задач. Слабкість виразних засобів для опису змістовних геометричних задач.

Часто закидають про те, що будь який геометричний об’єкт можна наблизити за допомогою кусково — лінійних моделей з довільною точністю. Здавалось би ніякої крамоли в цьому твердженні нема. Але по—перше, постає суттєве питання, як саме це зробити й по—друге, суто методологічний момент, для вирішення геометричних задач із многокутниками й многогранниками використовуються або намагаються використати виключно “лінійні” методи. З першого питання треба відмітити, що й досі невідоме порівняння обчислювальної складності не лише моделей (множини всіх геометричних задач, визначених на моделях цього класу), які використовують різні геометричні примітиви або різну точність наближення до об’єкту, але й саме формулювання цих задач, та побудова відповідних алгоритмів є складною проблемою. З приводу другого — візьмемо, наприклад, задачу оптимального розміщення многокутників в області на евклідовій площині (при умові їх взаємного не перетину). Ця задача, взагалі кажучи, є суттєво нелінійною і вирішити її “лінійними ” методами в більшості випадків неможливо.

4) Моделей обчислення та оцінок складності.

Строга фіксація моделей геометрії, включаючи і базові об’єкти, доведення коректності алгоритмів, що застосовуються та адекватність моделі обчислень ось необхідні складові частини для побудови оцінок складності. В цьому розумінні оцінки наведені в [2], [13] та й у багатьох інших джерелах не витримують ніякої критики. 

5) Множина напрямків досліджень у сучасному стані предмета обчислювальної геометрії.

Перелік напрямків досліджень був наведений у розділі “3. Задачі обчислювальної геометрії”. Усі вони можуть, бути об’єднані в єдине ціле — обчислювальну геометрію. Для цього на основі аналізу предмета потрібно повідкидати те, що заважає будувати коректні алгоритми, уточнити цілий ряд визначень і застосовувати сучасні методи (у тому числі й алгоритмічні). Частина цієї роботи знайшла своє відображення в цьому посібнику.

5. Попередні факти, які потрібні для визначення многокутника (многогранника)

Спочатку згадаємо основні чисельні множини. Їх визначення і розуміння цих понять суттєво впливають на коректність геометричних алгоритмів і адекватність оцінок обчислювальної геометрії.

Надалі, ще раз зауважимо, що на адекватність оцінок  складності обчислень впливає не тільки правильне розуміння чисел але й модель обчислень, яка використовується.

5.1.
Арифметизація континуумаXE "Арифметизація континуума" \b по Дедекінду 

а)
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 задовольняє аксіомам Пєано:
0 (х + 1 для всіх х ( N.

х +1 = у + 1 тільки при х = у для всіх х,y ( N.

Якщо M(N і М((, то М має найменший у розумінні відношення 
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 у т. і т. т., коли є z(N, такий, що х + z =у.

Додавання й множення задовольняють рекурсивним рівнянням

х+(у+1) = (х+у)+1,    х+0 = х,

х((у+1) = х(у+х,          х(0 = 0. 

b)
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>— упорядковане поле.
При цьому Q складається з класів еквівалентності трійок <а, b, с>(N3, с ( 0, по такому відношенню еквівалентності:

<а, b, с>=<а', b', с'> т. і т. т., коли ас' + b'с == a'c + bc'.
Додавання й множення визначаються рівностями

<а,b, с> + <а', b’, с'>: = <ас' + а'с, bс' + b'с,cc'>,

<a, b, с> • <а', b', с'>: = <аа' + bb', аb' + bа', cc'>.

Нуль — це клас еквівалентності, якому належить <0,0,1>, одиниця—клас еквівалентності, якому належить <1,0, 1>.

<a, b, c>
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 <a', b’, с’> тоді і тільки тоді, коли ас' + b’с 
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 а'с + bс'.

с)
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>—лінійно впорядковане поле. При цьому R складається з дедекіндових перетинів, тобто з підмножин S ( Q, таких, що S ( (, S ( Q, S немає найбільшого елемента й з x( S і у 
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 х витікає у ( S.

Додавання: 
S+T={x+y: x(S, у ( Т}.

Нуль: 
0 = {х ( Q: х < 0}.

Одиниця: 
1={x(Q: x<1}.

Порядок: 
S 
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 Т т. і т. т., коли S ( Т.

Визначимо множення співвідношенням S ( Т = {х ( у: х ( S, у ( Т}.
Наводячи тут побудови Дедекінда, хотілось підкреслити ”складність ” самого поняття дійсного числа. Застосована ним конструкція містить не тільки натуральні числа, визначені на них операції й відношення: додавання, множення й відношення порядку, але також об’єкти — множини (натуральних чисел) і тому подібне. Ця конструкція належить теорії множин, а не арифметиці. Але теорія множин, ще менше “інтуїтивна”, ніж поняття континууму.

На початку двадцятого століття Гілберт дав аксіоматизацію, яка описує не побудову дійсних чисел, а їх властивості. Множина дійсних чисел визначається як повне впорядковане поле, тобто як поле, в якому будь-яка обмежена множина має точну верхню межу. Можливо довести, що з точністю до ізоморфізму існує тільки одне повне впорядковане поле. Така система аксіом є категоричною.

Гілберт визначив множину дійсних чисел як архімедове впорядковане поле, що є максимальним відносно цієї властивості. Архімедовим є поле, в якому будь-яке додатне число, додане саме до себе достатню кількість разів, стане більшим ніж, будь-який наперед заданий елемент. Максимальність властивості полягає в тому, що будь-яке поле, що є його розширенням, не буде вже архімедовим.

Але й аксіоматичний підхід також викликає серйозні заперечення і не є “чистим”. Тому ми повинні, працюючи з дійсними числами в значній мірі користуватись своєю інтуїцією, поводячись при цьому вкрай обережно. Це стосується доведення коректності алгоритмів і побудови оцінок обчислювальної складності. Якщо з цілими раціональними і нарешті алгебраїчними числами ми вміємо працювати, тобто існують коректні алгоритми обчислень над ними, то для більш “складних” дійсних чисел таких, як π (відношення довжини кола до його радіуса), e (основа натурального логарифму) взагалі кажучи, алгоритмізація обчислень досить сумнівна. Іншими словами, існують дійсні числа обчислення, над якими мають дуже велику складність. Крім того, при побудові оцінок обчислювальної складності треба враховувати категоричність визначення поля дійсних чисел, мається на увазі можливий ізоморфізм, який може приводити до суттєво різних результатів, особливо, якщо вони не є швидко зростаючими функціями. Інакше кажучи, чисельні параметри отриманих оцінок можуть поглинатись за рахунок використання різних описів чисел, що використовуються. І треба бути вкрай обережним при виборі адекватної моделі обчислень.

Тепер нагадаємо основні поняття топології метричних просторів, теорії графів та деякі інші, що дають можливість коректно визначити поняття многокутника на евклідовій площині (многогранника в тривимірному просторі). Ці визначення, в свою чергу, дозволяють алгоритмічно розв’язувати геометричні задачі та будувати оцінки їх складності.

5.2.
Топологічні просториXE "Топологічні простори" \b. Відкриті множиниXE "Відкриті множини" \b. Точки топологічних просторів 

Визначення. Нехай X — множина і ( — сукупність його підмножин, що задовольняє умовам [15]

i)

(((, X((
ii)
перетин двох множин із ( належить (
iii)
об’єднання довільної сукупності множин із ( належить (.
Така сукупність ( підмножин X є топологією на X. Множина X разом із  ( є топологічним простором і позначається (X,(). 

U(( вважаються відкритими множинами топологічного простору (X,(). Елементи множини X називаються точками простору (X,(). 

Досить легко показати, що перетин скінченої кількості відкритих множин є відкритою множиною, іншими словами якщо 
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Визначення [16]. Нехай X — топологічний простір. Підмножина N(X, що містить точку x(X, називається її околом, якщо знайдеться відкрита множина U, така, що x(U(N.

Окіл точки має такі властивості: 

1) точка p належить кожному своєму околу;

2) якщо U—окіл точки p, а V(U, то V— також окіл точки p;

3) якщо U і V — околи точки p, то їх перетин U(V— також окіл точки p;

4) якщо U— окіл точки p, то можна знайти такий окіл V точки p, що V(U і V є околом кожної своєї точки.

Топологічний простір є евклідовим n-вимірним простором Rn у відповідності до наступного визначення [17].

Визначення. Метричним простором називається пара (X,(), яка складається із множини (простору) X елементів (точок) і відстані, тобто однозначної, невід'ємної, дійсної функції ((x,y), визначеної для довільних x та y із X, яка підпорядкована трьом аксіомам:

1)
((x,y)=0 тоді і тільки тоді, коли x=y, 

2)
(аксіома симетрії) ((x,y)=((y,x),
3)
(аксіома трикутника) ((x,z)(((y,x)+((y,z).
Множина впорядкованих груп із n дійсних чисел

x=<x1,x2,…xn>

з відстанню

((x,y)=
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називається n-вимірним арифметичним евклідовим просторомXE "n-вимірний арифметичний евклідів простір" \b Rn.

Упорядковані n-ки дійсних чисел задають точки цього простору.

Уведена метрика ((x,y) наводить топологію простору Rn.

5.3.
Відкриті й замкнені множини в метричному просторі 

Визначення [17]. Відкритою кулеюXE "Відкрита куля" \b B(x0,r) у метричному просторі R називається сукупність точок x(R, що задовольняє умові 

((x,x0)<r.

Точка x0 називається центром кулі, а число r — її радіусом.

Визначення [17]. Замкненою кулеюXE "Замкнена куля" B[x0,r] називається сукупність точок x(R, яка задовольняє умові 

((x,x0)<r
Точка x(R називається точкою дотикуXE "Точка дотику" \b множини 
[image: image77.wmf]R
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, якщо її довільний окіл містить у собі хоча б одну точку з M. Сукупність усіх точок дотику множини M позначається [M] і називається замиканням цієї множини. Фактично, це визначає операцію замиканняXE "Операція замикання" \b множин M метричного простору.

Теорема [17].
Операція замикання має такі властивості:

1) 
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Доведення дивись в [17].

Точка x(R називається граничною точкою множини 
[image: image83.wmf]R
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, якщо довільний її окіл містить нескінченно багато точок із M. Гранична точкаXE "Гранична точка" \b може належати, а може не належати множині M.

Точка x(R, що належить M, називається ізольованою точкоюXE "Ізольована точка" \b цієї множини, якщо в достатньо малому її околі O((x) не міститься точок відмінних від x. O((x) може бути кулею з радіусом ( і центром у точці x.

Усяка точка дотикуXE "Точка дотику" \b множини M є або граничною, або ізольованою цієї множини, а замикання [M] може складатись з точок трьох типів:

1) ізольовані точки множини M; 

2) граничні точки множини M, що не належать M;

3) граничні точки множини M, що належать M.
5.4.
Графи та алгоритми на них

Скінчений графXE "Скінчений граф" \b 
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 складається зі скінченої множини вершин 
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. Ми будемо розглядати тільки графи (прості), для яких 
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. Граф називається орієнтованим, якщо пара вершин 
[image: image88.wmf])
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, що відповідає кожному з ребер 
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, впорядкована. Граф, у якому кожному ребру 
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 співставлене дійсне число 
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 називається зваженим.

Кажуть, що вершини 
[image: image92.wmf]v

 і 
[image: image93.wmf]u

 є суміжними у графі, якщо існує ребро, що їх з’єднує. Два ребра є суміжними, якщо вони мають спільну вершину. Простий шлях (або просто шлях) ( це послідовність суміжних ребер, для якої всі вершини різні , виключаючи можливо першу й останню. Цикл ( це шлях, у якому співпадають початкова й кінцева вершини.

ПідграфXE "Підграф" \b графа 
[image: image94.wmf])
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 це граф вершини та ребра, якого лежать в 
[image: image95.wmf]G

.

Неорієнтований граф є зв’язним, якщо існує хоча б один шлях у 
[image: image96.wmf]G

, між кожною парою його вершин. Граф, що складається з єдиної ізольованої вершини є тривіально зв’язним. 

Остовим деревом графаXE "Остове дерево графа" \b 
[image: image97.wmf]G

 називається його підграф, що немає циклів і містить всі його вершини. Якщо граф не зв’язний, то множина остових дерев кожної компоненти утворюють остовий ліс.

Відмітимо, що час роботи алгоритму побудови лісу мінімальних остових дерев у моделі обчислень на зразок алгебраїчного дерева розв’язків не перевищує 
[image: image98.wmf])

V

log

log

E

(

O

, де пари вертикальних рисок позначають потужність множини. В цьому випадку ми вважаємо, що ця модель обчислень дозволяє адекватно оцінювати їх складність. Але якщо визначення множин 
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 та 
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 у свою чергу складно залежить від інших параметрів, то загальна складність алгоритму може бути дуже великою. Інакше кажучи, наведена оцінка свідчить , що серед моделей графів 
[image: image101.wmf])
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 існує модель, у якій алгоритм потребує часу не більше ніж 
[image: image102.wmf])
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. Зрозуміло, що в результаті побудови цього лісу тривіальним чином вирішується питання про число компонент.

5.5.
Неперервні відображенняXE "Неперервні відображення" \b, гомеоморфізмиXE "Гомеоморфізми" \b
Визначення [15]. Функція 
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 і 
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 ( топологічні простори, називається неперервною, якщо для довільної відкритої множини 
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 його прообраз 
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 відкритий в 
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Для визначення топологічної еквівалентності використовують поняття “гомеоморфізму”.

Визначення [15]. Нехай 
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 і 
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 ( топологічні простори. Кажуть, що 
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 і 
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 гомеоморфніXE "Гомеоморфізми", якщо існують взаємно зворотні неперервні відображення 
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5.6.
ДіфеоморфізмиXE "Діфеоморфізми" \b, многовидиXE "Многовиди" \b 

Нехай 
[image: image116.wmf]V

U

:

®

j

 
[image: image117.wmf]n

R

V

,

U

Í

 довільне відображення, що задається 
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 функціями
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від 
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 змінних. Тоді для відкритих 
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 відображення 
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 називається класу 
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Відображення 
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U

:

®

j

 відкритих множин простору 
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 називається дифеоморфним відображенням (або дифеоморфізмомXE "Дифеоморфізи" \b) [18], якщо воно гладке, бієктивне й обернене відображення 
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 також гладке. При 
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 бієктивне неперервне відображення, обернене до якого також неперервне, називається гомеоморфізмом.

Нехай 
[image: image131.wmf]X

 довільна множина.

Визначення.[18] Картою в 
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 називається пара 
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 ( бієктивне відображення, 
[image: image136.wmf]Y

 ( відкрита множина.

Множина 
[image: image137.wmf]U

 називається областю визначення (або носієм) карти 
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 ( картуючим відображеннямXE "Картуюче відображення" \b.

Визначення [18]. Дві карти 
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називаються погодженими, якщо вони або не перетинаються 
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b) відображення 
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 (зазначені вище) є дифеоморфізмами, а при 
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 ( гомеоморфізмамиXE "Гомеоморфізми" \b
Визначення [18]. Множина карт 
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 називається атласомXE "Атлас" \b на 
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b) має місце рівність 
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позначимо

Множина 
[image: image155.wmf]X

 із заданою на ній гладкою структурою 
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 називається гладким многовидомXE "Многовиди".

5.7.
ШляхиXE "Шляхи" \b та зв’язні просториXE "Зв’язні простори" \b
Шляхом у просторі 
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 називається неперервне відображення 
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EMBED Equation.3[image: image171.wmf]m
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Відмітимо, що шлях ( це саме відображення 
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Є два прості способи отримання нових шляхів із старих. Вони наведені в [15] у вигляді леми

Лема [15]. 

a) Якщо 
[image: image178.wmf]f

 ( шлях у 
[image: image179.wmf]X

, а 
[image: image180.wmf]f

 визначено рівністю 
[image: image181.wmf])

t

(

f

f

-

=

1

, то 
[image: image182.wmf]f

 також шлях в 
[image: image183.wmf]X

.

b) Якщо 
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також є шляхом.

Визначення [15]. Топологічний простір 
[image: image191.wmf]X

 називається зв’язним, якщо єдиними підмножинами 
[image: image192.wmf]X

, які  відкриті й замкнені одночасно є 
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 і 
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Визначення [15]. Простір 
[image: image195.wmf]X

 називається лінійно зв’язним, якщо для довільних точок 
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У цьому відношенні (співвідношення між зв’язністю і лінійною зв’язністю) нас буде цікавити дві теореми [15].

Теорема. Усякий лінійно зв’язний простір є зв’язним. Але не всякий зв’язний простір є лінійно зв’язним.

Теорема. Усяка непуста відкрита зв’язна 
[image: image198.wmf]E

підмножина простору 
[image: image199.wmf]n
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 лінійно зв’язна.

5.8. Теорія дійсно замкнених полівXE "Теорія дійсно замкнених полів" \b, основні визначення, елімінація кванторівXE "Елімінація кванторів" \b, ідеї роботи розв’язуючого алгоритмуXE "Розв’язуючий алгоритм" \b
Теорія дісно замкнених полів і розв’язуючі процедури для формул цієї теорії дають тверде обгрунтування вирішення багатьох геометричних задач. Відповідні оцінки часу розв’язання формул (алгоритмічного доведення їх істинності) дозволяє оцінити складність, в тому числі і внутрішню, самих задач.

Крім того, в цьому параграфі наведені основні поняття та ідеї, які використовуються в сучасних варіантах розв’язуючого алгоритму і необхідні для подальших досліджень починаючи з многокутників (многогранників).

Запропонований підхід не має обмежень пов’язаних з розмірністю об’єктів, що мають кусково—лінійну границю, а взвгалі кажучи не має теоретичних обмежень при обчисленнях і над напівалгебраїчними множинами скінченої розмірності.
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Обчислення предикатів першого порядку з рівністю.

Індивідні змінні 
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Аксіоми:

i) Аксіоми поля.

ii) Аксіоми порядку:
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iii) Аксіома повноти: Для будь-якої формули 
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iv) Аксіоми існування коренів рівнянь (нескінчена множина):


[image: image214.wmf])

y

x

y

x

(

y

x

2

2

=

-

Ú

=

$

"

,


[image: image215.wmf])

x

x

x

...

x

x

x

(

x

x

...

x

x

n

n

n

n

0

1

2

2

2

1

0

2

1

0

=

+

+

+

+

$

"

"

"

+


Інакше кажучи елементарна теорія дійсно замкнених полів є теорією першого порядку. Константи ( цілі числа. Арифметичні дії 
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. Тобто атомарними формулами цієї теорії можна вважати такі формули:
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Для побудови складніших формул можна використовувати булеві зв’язки. В формулах теорії допускається використання кванторів 
[image: image219.wmf]$

 (існує) та 
[image: image220.wmf]"

 (для всіх) по змінним. Формули, які не містять кванторів, називаються безкванторнимиXE "Безкванторні формули" \b, а формули в яких усі змінні зв’язані кванторами ( замкненими.

Мабуть, найважливішим результатом у цій галузі було доведення існування, та побудова розв’язуючого алгоритму цієї теорії. Уперше цей результат був отриманий Тарським в 1930 році, а опублікований в 1948. Його метод ( процедура “елімінації кванторів”. Він полягає в тому, що для довільної формули 
[image: image221.wmf]F

 цієї теорії будується вільна від кванторів формула 
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, така, що перехід 
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 є послідовністю аксіом самої теорії. Оскільки істинність кожної безкванторної формули може бути ефективно встановлена в цій теорії, то процедура елімінації кванторів дає розв’язуючий алгоритм.

Існує багато варіантів розв’язуючого алгоритму різних авторів для цієї теорії, які різняться оцінками складності. Складність алгоритму запропонованого Коллінзом [7] (метод алгебраїчної циліндричної декомпозиції (ЦАД)) має оцінку
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де r ( число змінних, m ( число поліномів, n ( максимальний ступінь поліномів, d ( максимальна довжина цілочисельних коефіцієнтів, a ( число атомарних формул.
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 деяка константа, а L ( довжина формули.

Найкращий результат у цьому плані належить Григор’єву [20]. Запропонований ним алгоритм має оцінку:
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де L ( довжина формули, n (число змінних, a ( число змін кванторів (
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Трохи детальніше розглянемо роботу ЦАДXE "Циліндрична алгебраїчна декомпозиція (ЦАД)" \b. Нехай 
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таке, що для довільної скінченої множини 
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Виходячи з конструкції відповідності 
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Для кожного розбиття 
[image: image265.wmf]))

y

,

b

,...,

b

(

P

(

U

r

1

 (множина 
[image: image266.wmf]]

y

,

x

,...,

x

[

Z

P

r

1

Ì

 скінчена) будується система представників. Дійсні алгебраїчні числаXE "Алгебраїчні числа" \b можуть бути представлені парами 
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5.9. Клітинні комплекси (КК)XE "Клітинний комплекс (КК)" \b
Поняття клітинного комплексу можна визначити декількома шляхами. Ми зупинимось на такому [19]. КК на просторі 
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. КлітиниXE "Клітини КК" \b повинні задовольняти певним умовам. Їх ми сформулюємо нижче.
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 (дивись початок визначення КК).

6.
Моделі многокутникаXE "Многокутник" \b й многогранника

Для визначення цих понять був обраний теоретико ( множинний підхід, який потім був доповнений топологічною конструкцією клітинного комплексу. Розробка моделей весь час супроводжувалась ідеєю алгоритмічної розв’язності. В тому числі, і обчисленням другої компоненти моделі, тобто клітинного комплексу по формулі (такій поліноміальній, що всі поліноми, які входять до неї є лінійними), що описує многокутник, як множину точок на площині.
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Перед тим як формально визначити многокутник розглянемо приклади того, які множини точок ми бажаємо або не бажаємо бачити многокутником. При цьому нас будуть цікавити тільки прості многокутники. Будемо шукати многокутники серед напівалгебраїчних множин, тобто множин, які визначаються поліноміальними формулами. При різних визначеннях многокутник можна розглядати однозначно, і як простий, і як непростий.

На рисунку 3 многокутник представлено в стилі визначення [2], через послідовність ребер і вершин. В термінах клітинних комплексів, цей опис буде таким 
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(множини клітин розмірності 2,1,0 відповідно. Дія граничного оператора при цьому буде: 
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. Характеристичне відображення можна записати як відрізки параметрично заданих прямих, що проходять через відповідні точки (нуль вимірні клітини). При цьому точка перетину ребер, які відповідають 
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 не вважається вершиною (нуль вимірною клітиною клітинного комплексу).
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На рисунку 4 представлено многокутник 
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 (заштрихований), як перетин чотирьох півплощин і заданий формулою 
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. Таке визначення його є надлишковим. Без нерівності 
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 можна було б обійтися. Але ( це питання мінімізації опису. На цій множині 
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можна ввести топологію клітинного комплексу, наприклад, так, як показано на рисунку 5.
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На рисунках 6 та 7 також зображені клітинні комплекси, наведені на тій же самій множині точок площини. Причому КК зображений на рисунку 6 є подрібненням КК представленому на рисунку 5, а той в свою чергу ( подрібненням КК, представленому на рисунку 7. КК  на рисунку 7 відрізняється ще тим, що характеристичне відображення його одновимірної клітини 
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 (єдиної) не може бути описано лінійною функцією, але його легко записана в стилі [4].
Неоднозначність введення КК не є недоліком запропонованої моделі. Ситуація така сама, як і при визначенні будь-якої геометричної фігури. Усі вони можуть мати нескінченну кількість описів і це повинно підштовхувати нас до їх (описів) оптимізації, виходячи з певних критеріїв.
Тепер розглянемо декілька прикладів об’єктів, які не бажаємо бачити серед многокутників. Наприклад, пуста множина не є многокутником, навіть якщо вона визначена нетривіальною поліноміальною формулою. Многокутниками не будемо вважити також об’єкти, які мають внутрішність із розмірністю менше 2.
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Об’єкти, зображені на рисунках 8 і 9 (заштриховані множини точок площини) не вважаємо многокутниками, бо вони не замкнені. Пунктирними лініями позначені множини точок, що не входять до об’єкта.

Зображені на рисунках 10,11 об’єкти також не вважатимемо многокутниками. В першому випадку визначена множина точок має фрагмент, в околі точок, якого топологічна розмірність цієї множини дорівнює 1. У другому випадку, об’єкт не є однозв’язним ( має три компоненти зв’язності).
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І, нарешті, об’єкт, представлений на рисунку 12 також не будемо відносити до многокутників, бо він не є обмеженим, а множина на рисунку 13, хоч і є однозв’язною, але її внутрішність має 2 компоненти.

Множина на рисунку 14 є обмеженою, замкненою і т.п. але її границя не є однозв’язною. Подібні об’єкти також не будемо вважати многокутниками.

Аналогічні приклади можна навести і для множин в евклідових просторах розмірності більше ніж 2.

Тепер підведемо певні підсумки. А саме, перелічимо властивості напівалгебраїчної множини, щоб вона була простим многокутником на площині 
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Формула 
[image: image333.wmf])

y

,

x

(

F

, що описує напівалгебраїчну множину 
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 повинна являти собою логічну комбінацію лінійних нерівностей, тобто нерівностей виду 
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. Вірніше сказати, така формула повинна існувати серед описів 
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. Крім того, ця множина повинна: 
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 (мати непусту внутрішність), бути обмеженою, замкненою, мати рівно одну компоненту зв’язності 
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, мати рівно одну компоненту зв’язності доповнення 
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) в околах усіх точок 
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Уведемо дві функції: (число зв’язних компонентXE "Число зв’язних компонент" \b)


[image: image344.wmf]U

U

}

{

N

}

{

:

nmlc

R

¥

®

0

2

2

;

топологічну розмірністьXE "Топологічна розмірність" \b напівалгебраїчної множини 
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При чому, якщо 
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 напівалгебраїчна множина, то 
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. Звичайна топологічна розмірність 
[image: image357.wmf]2

R

Ì

W

, тобто 
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 визначається, як максимальне значення 
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Тепер наведемо схему визначень та побудов для простого многокутника.
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7.
Визначення многокутника на евклідовій площині

Тепер розглянемо попередню схему більш формально.

1. Нехай задана деяка множина 
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 деяка поліноміальна формула; 
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 тоді і тільки тоді, коли 
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2. Факту не пустоти множини відповідає тоді формула
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3. Замкненість множиниXE "Замкненість множини" \b 
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в даному випадку 
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 означає знак операції імплікації.

Для перетворення попередньої формули в поліноміальну необхідно відповідним чиномXE "Границя напівалгебраїчної множини" \b представити 
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 або ми надалі будемо використовувати околи у вигляді квадратів (бо форма околу не має значення), щоб не виходити за рамки лінійних поліномів. Тоді
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При такому визначенні 
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 в цю множину потрапляють ізольованіXE "Ізольована точка" \b та виколоті точкиXE "Виколоті точки" \b 
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. При необхідності можна визначити і самі множини 
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4. ДоповненняXE "Доповнення напівалгебраїчної множини" \b 
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 до площини 
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5. Тепер легко визначити множину внутрішніх точокXE "Внутрішні точки" \b 
[image: image393.wmf]W

:


[image: image394.wmf])

(

\

)

(

In

W

¶

W

=

W

,

де 
[image: image395.wmf]\

 означає операцію теоретико ( множинної різниці.

6. Властивість обмеженостіXE "Обмеженість напівалгебраїчної множини" \b 
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де 
[image: image398.wmf]®

 означає знак операції імплікації.

7. Визначення топологічної (фактично обчислення) розмірностіXE "Топологічна розмірність" \b 
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Для подальших побудов і обчислень з многокутниками вкрай необхідно вміти обчислювати топологічну розмірність напівалгебраїчних многовидів, в тому числі, і в околах особливих точок (цих множин). Подальші визначення наводяться для довільних розмірностей евклідового простору.

Вважаємо, що відома топологічна розмірність евклідового простору 
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 топологічна розмірність відкритих кубів або куль, що задані у просторі 
[image: image406.wmf]n

R

 відповідно формулами:

стороною


[image: image407.wmf]0

1

>

e

e

+

<

<

e

-

=

&

)

a

x

a

(

&

i

i

i

n

i

, 
[image: image408.wmf]R

a

i

Î

e

;
куля з центром в 
[image: image409.wmf],

a

,...,

a

,

a

n

2

1

 і радіусом 
[image: image410.wmf]e



[image: image411.wmf]0

2

2

1

2

2

<

e

-

+

-

å

=

n

i

i

i

i

i

)

a

x

a

x

(

, 
[image: image412.wmf]R

a

i

Î

e

.

На основі цих фактів дамо визначення топологічної розмірності напівалгебраїчних многовидів 
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 алгебраїчні числа, то значення 
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Поняття топологічної розмірності в околі точки необхідне для визначення, в тому числі, розмірності клітин КК, який вводиться на 
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. Топологічну розмірність (класичну) усього 
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 для напівалгебраїчних многовидів [5].

Рисунок 16 ілюструє наші подальші міркування.
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Права частина відношення 
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8. Топологічна границя 
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 повинна мати рівно одну зв’язну компоненту.

9. Доповнення (
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) повинно мати рівно одну зв’язну компоненту. Іншими словами ми визначаємо многокутники без дірок.

Факт можливості обчислення клітинного комплексу для многокутника (аналогічно для многогранника) за поліноміальною формулою 
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 наводиться нижче (теорема 3).

8.
За межами системи визначень, та властивості многокутників

Послідовність, наведених вище, визначень направлена на те, щоб максимально наблизити об’єкт, який визначається, до інтуїтивно зрозумілого поняття простого многокутника. Відмовляючись від певних обмежень, що були перелічені, можна отримувати об’єкти, які мають різні властивості. Наприклад, відмовившись від пункту 3 многокутниками можна вважати відкриті “многокутники”, або не відкриті і не замкнені. Відмовившись від умови 6 многокутниками, будемо вважати необмежені об’єкти.

Навпаки, якщо доповнювати нашу систему визначень новими умовами, то будемо отримувати певні підкласи многокутників. Наприклад, умова, що “вирізає” із класу простих многокутників опукліXE "Опуклість" \b має такий вигляд:
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ЗірчастістьXE "Зірчастість" \b простого многокутника можна визначити таким чином:
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 формула, що описує простий многокутник на площині 
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Обчислювальна складність перевірки многокутника на зірчастість на менша ніж складність перевірки на опуклість, це витікає хоча б з оцінок складності одного з найефективніших розв’язуючих алгоритмів [20], де найбільший вплив на складність здійснює число змін кванторів у префіксі формули.

Узагалі кажучи, інформація про те, що об’єкт опуклий, є дуже “потужною”. Наприклад, це дає змогу коректно застосовувати методи опуклого програмування при вирішенні відповідних задач. Але й установлення факту опуклості, в загальному випадку, є складною з обчислювальної точки зору задачею. Формула, яка дозволяє виконати перевірку на опуклість містить 
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 змінну. Вважаючи, що формула , яка описує об’єкт, містить 
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Ситуація з многогранниками є така ж сама, що і з многокутниками, тобто система визначень аналогічна, але для опису геометрії об’єктів використовуються формули не від двох змінних, а від трьох. Відповідним чином зміняться і формули, що дозволяють перевіряти властивості об’єктів. При бажанні, нічого складного немає в побудові відповідних визначень для багатовимірних об’єктів.

9.
Теореми про розв’язність задач із многокутниками (многогранниками)

Безумовно, чітка система визначень в обчислювальній геометрії має дуже важливе значення, але її “сіллю” безумовно є алгоритміка. Сформулюємо теорему про розв’язність системи перелічених вище властивостей.

Теорема 1. 

Існує алгоритм розпізнавання властивості об’єктів “бути многокутником”, визначених 1(7 для напівалгебраїчних многовидів 
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, які являють собою логічні комбінації лінійних нерівностей вигляду 
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Доведення.

1. Умови 2 (не пустоти 
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), 3 (замкненості), 6 (обмеженості) можна алгоритмічно перевірити, якщо множини поліномів 
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 мають цілі коефіцієнти. До цього випадку також просто зводиться випадок із раціональними коефіцієнтами. Раціональні числа привести до спільного знаменника, а тоді відкинути його. Якщо коефіцієнти ( алгебраїчні числа, то за визначенням, вони є коренями поліномів або координатою розв’язку системи поліноміальних рівнянь із цілими коефіцієнтами. Усі формули, що відповідають 2,3,6 є замкненими і їх істинність може бути перевірена за допомогою розв’язуючої процедури теорії дійсно замкнених полів [7], [8], [20].

2. Доповнення 
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 очевидним чином можна обчислити по формулі 
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. За допомогою розв’язуючої процедури теорії дійсно замкнених полів може бути обчислене значення функції 
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3. Задачі про число зв’язних компонент множини відносяться до класу FindPath. Алгоритмічний розв’язок пунктів 8,9 також можливий. Це досягається шляхом редукції задачі визначеної на, взагалі кажучи, континуальній множині точок у задачу пошуку кількості зв’язних компонент скінченого графа 
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. Остання може бути вирішена, скажімо, алгоритмом побудови лісу остових дерев для скінченого графа [21]. 

Нехай деяка множина точок на площині 
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 задана поліноміальною формулою 
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 такою, що всі поліноми, які входять, до її складу, є лінійними. Тоді вершинам такого графа відповідають точки системи представників (СП)XE "Система представників (СП)" \b, яка будується розв’язуючим алгоритмом по формулі 
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. Відомо, що СП є скінченою [8], а координати точок є алгебраїчними числами. Виходячи з того, що шлях між сусідніми точками системи представників нашого класу формул 
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, якщо він існує, може бути знайдений у вигляді лінійної функції, лишається тільки визначити, які точки СП вважати сусідніми і вказати спосіб перевірки існування шляху між цими сусідами. 

Зафіксуємо якусь систему представників (наприклад, визначену алгоритмом [8]), яка відповідає формулі 
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Для “крайніх” точок (
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 або 
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) в окіл увійде лише одна така точка.

З цього визначення околу точки та з властивості точок СП, (вони представляють такі елементи розбиття площини для всіх точок, в яких усі знаки поліномів, що входять у 
[image: image523.wmf])

y

,

x

(

F

 незмінні) витікає, що коли точка 
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(з околу точки 
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) належать 
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 і будь яка точка відрізка прямої, що з’єднує 
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 з 
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 також належить 
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, то і весь відрізок належить цій множині. Фактично ці побудови визначають умови існування ребер скінченого графа 
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, який відповідає 
[image: image532.wmf]2
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По поліноміальній формулі, що визначає многокутник, як множину точок площини можуть бути побудовані поліноміальні формули, які визначають його топологічну границю й внутрішність. Використовуючи елімінацію кванторів, як частину розв’язуючої процедури теорії дійсно замкнених полів можна отримати безкванторні поліноміальні формули 
[image: image533.wmf]1
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 і 
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, що описують ті самі множини і відповідно скінчені графи 
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. Число зв’язних компонент цих графів буде дорівнювати числу зв’язних компонент границі та внутрішності множини, що розглядається. Таким чином усі пункти визначення многокутника можуть бути обчислені. Теорема доведена.
Теорема 2. 

Задача розпізнавання многокутників, що задовольняють умовам теореми 1 з раціональними числовими параметрами має поліноміальну складність.

Доведення.

1. Приведення формули, що визначає многокутник до вигляду, коли всі поліноми, що входять до неї мають вигляд 
[image: image537.wmf]Z
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 (цілі коефіцієнти) потребує поліноміального часу, бо кількість чисельних параметрів (коефіцієнтів) не перевищує 
[image: image538.wmf]n
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, де 
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кількість поліномів у формулі.

2. Час побудови поліноміальних формул, які відповідають 
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 (очевидно) та перевірка замкнених формул, які входять у систему визначень многокутника обмежена поліномом. Справедливість останнього твердження витікає з того, що існує розв’язуючий алгоритм із поліноміальною складністю при фіксованій кількості змінних у формулі (наприклад, [7], [8]).

3. Обчислення топологічної розмірності для напівалгебраїчних многовидів на площині також обмежується поліномом від параметрів формул,які їх визначають. Це випливає з фіксованої кількості змінних у відповідних формулах й існуючих оцінок розв’язуючого алгоритму.

4. Лишається довести поліноміальну складність обчислення кількості зв’язних компонент 
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. Довжина безкванторних формул 
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 поліноміально залежить від від параметрів формули 
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. Це твердження правильне тому, що кількість змінних у відповідних формулах фіксована. З тієї ж причини, кількість вершин графів 
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, побудованих описаним вище чином, також має поліноміально залежати від параметрів 
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. Кількість ребер таких графів обмежена величиною 
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кількість вершин графа. Час перевірки існування ребра поліноміально залежить від параметрів 
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. Складність алгоритму побудови лісу остових дерев також поліноміальна.

Теорема доведена.

Теорема 3. 

Існує алгоритм побудови КК, для будь якого многокутника 
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, що задовольняють умовам теореми 1.

Доведення.

Для доведення твердження теореми треба збудувати або вказати алгоритм обчислення кожної з компонент клітинного комплексу 
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Розглянемо побудову множини клітин 
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. Для кожної підмножини 
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, яку будує наш алгоритм треба перевірити чи є вона клітиною, тобто, чи гомеоморфна стандартній клітині, обчислити її топологічну розмірність, для того щоб віднести до 
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 і встановити, що створювана множина підмножин 
[image: image560.wmf]W

Ì

w

 скінчена.

Інформація про те що 
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 многокутник, в нашому розумінні, є вельми змістовною. А саме, ми можемо не розглядати далі такі 
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, в яких хоча б одна точка не належить 
[image: image563.wmf]2

R

Í

W

. Іншими словами першою повинна виконуватись перевірка факту 
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, для кожної 
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. Саме строгого відношення, тому що многокутник обов’язково має внутрішність і границю.

Будемо виходити з властивостей розбиття площини прямими, що входять до опису многокутника, розв’язуючим алгоритмом теорії дійсно замкнених полів, наприклад описаних в [8]. Кожен елемент цього розбиття є однозв’язним і для кожної його точки всі поліноми з 
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 (множини поліномів, що входять до формули 
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) мають постійний знак.

Вказане вище розбиття є скінченим [8]. Фактично кожен елемент розбиття, що задовольняє 
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 для деякої клітиниXE "Клітини КК" \b 
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 клітинного комплексу 
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 нашого многокутника. Обчислення топологічної розмірності клітини можна здійснювати по значенню 
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 (множини поліномів, що входять до формули 
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) мають постійний знак на точках 
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Таким чином може бути обчислена множина 
[image: image579.wmf]K

.

Обчислення граничного операторуXE "Граничний оператор" \b 
[image: image580.wmf]¶

 можна виконати на основі графу, описаного в доведенні теореми 1.

Характеристичне відображенняXE "Характеристичне відображення" \b 
[image: image581.wmf]h

 побудуємо таким чином. Оскільки многокутник має єдину двовимірну клітину, то її характеристичною функцією може бути сама формула 
[image: image582.wmf])
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. У випадку, коли обчислений клітинний комплекс многокутника має більше ніж одну двовимірну клітину, характеристичні відображення можуть бути обчислені як поліноміальні формули (для кожної з них) через орієнтовані відрізки прямих, що входять до відповідних границь (цих клітин).

Для нуль вимірних клітин в якості характеристичних відображень можуть виступати їх Декартові координати. Якщо вони є раціональними числами, то можуть бути обчислені класичними методами. Якщо формула, що описує многокутник має алгебраїчні параметри, то для обчислення координат вершин може бути застосований розв’язуючий алгоритм теорії дійсно замкнених полів.

В якості характеристичних відображень одновимірних клітин можна використовувати параметричне завдання відрізків прямих, яке може бути обчислене по поліномах, що входять в 
[image: image583.wmf])
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 і нуль вимірним клітинам, що є границями одновимірних.

Таким чином теорема доведена.
Теорема 4. 

Задача побудови ККXE "Клітинний комплекс (КК)" \b многокутника 
[image: image584.wmf]2
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, що задовольняють умовам теореми 1 з раціональні числовими параметрами має поліноміальну складність. 

Доведення.

Доведення цієї теореми основане на тому факті, що при обмеженнях, вказаних в її умові всі складові алгоритму побудови КК мають поліноміальну складність. 

Аналогічні теореми можна сформулювати й довести для многогранників і об’єктів більшої розмірності.

З позиції “здорового глузду” самі теореми здаються майже беззмістовними, але поверніться та перегляньте систему визначень. Ця система не є вже такою тривіальною і більше того вона є вкрай необхідною, в тому числі і для алгоритмічного розпізнавання хоча б деяких многокутників. Наприклад, якщо відмовитись від того, що 
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 алгебраїчні числа, а розглядати їх як довільні дійсні числа, тоді взагалі кажучи, ні про яку алгоритмічну розв’язність не може йти і мови. Тобто, всі оцінки складності алгоритмів наведені в [2], [13] є некоректними. Другий приклад, якщо вважати 
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 раціональними, або навіть цілими числами, тоді з класу многокутників випаде багато об’єктів, які бажано бачити серед многокутників. До них, наприклад, відноситься правильний трикутник, бо одна з його вершин мусить мати декартову координату пропорційну 
[image: image587.wmf]2
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. Здається, що ситуація, в який ми опиналися не краща ніж та, яку ми критикуємо. Усе одно не всі множини точок на площині, які інтуїтивно вважаємо многокутниками можуть бути алгоритмічно розпізнані, як такі. Але по ( перше, ми чітко визначаємо клас об’єктів, для яких вирішуємо ті чи інші задачі і це вже немало, а також намагаємось адекватно оцінити, яку обчислювальну “ціну” за це треба заплатити. Далі. Ті, хто тримає боку наближених обчислень нажаль не повністю усвідомлюють, що, скажімо, після навіть невеликої серії метричних перетворень (перенос, обертання) отриманий многокутник буде зовсім не еквівалентний (конгруентний) початковому. При чому цей процес є зовсім неконтрольованим. Для нелінійних об’єктів ситуація є ще гіршою. Але про це пізніше.

10.
Моделювання многокутників (многогранників) у системі MathematicaXE "Mathematica" \b
Для моделювання многокутників (многогранників) використовувалась система комп’ютерної алгебри (СКА) Mathematica [21,22,23]. Це дозволяє досить швидко й відносно просто досягти бажаного результату. У цьому розділі наведена модель многокутника в СКА Mathematica. 

Модель многокутника на 
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 в синтаксисі вхідної мови СКА Mathematica:
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 безкванторна поліноміальна формула, записана в термінах вхідної мови СКА Mathematica,
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 список параметрів носія 
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ої одновимірної клітини, тобто прямої, яка задана рівнянням 
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 координати точки, яка відповідає 
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 нуль вимірній клітині.

Списки 
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 моделюють операторXE "оператор star" \b 
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 множини нуль вимірних, 1 ( вимірних і 2 ( вимірних кліток відповідно.

Цей оператор є оберненим до граничного оператораXE "Граничний оператор" 
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Імена клітин 
[image: image612.wmf]i

j

K

, де 
[image: image613.wmf]-

i

 розмірність клітини, 
[image: image614.wmf]-

j

 її номер, можуть моделюватися у СКА Mathematica, наприклад, у вигляді об’єктів вигляду 
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